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摘要: � 为了在低马赫数到高马赫数范围内求解可压缩Navier_Stokes 方程, 给出了基于预处理算法

的 PLU_SGS方法�� 将高分辨率 AUSMPW格式与三阶 MUSCL 格式融合, 将其扩展到三阶精度, 并采

用特征边界条件�� 为了验证该方法的有效性,通过求解曲线坐标系可压缩 Navier_Stokes 方程, 对几

个典型流动问题进行了数值计算�� 计算结果与文献计算结果或实验数据比较表明, 该方法对不同

马赫数Navier_Stokes 方程的计算,具有较高的计算精度和收敛速度以及良好的稳定性��
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引 � � 言

在计算流体力学中, 一般通过求解可压缩Navier_Stokes方程,对可压缩粘性流动进行数值

模拟�� 因缺乏分析非线性 Navier_Stokes 方程的数学工具, 一般采用数值方法通过离散形式求

解该方程�� 近十年来,计算机的速度、内存等性能得到迅速提高�� 相应地, 基于 Navier_Stokes

方程的守恒形式,许多求解稳态可压缩流场的数值方法被提出�� 其中,时间推进法被广泛接受

和应用于非线性双曲型Navier_Stokes 方程的求解�� 该方法是将定常 Navier_Stokes方程改变为

非定常 Navier_Stokes方程,进行数值求解�� 尽管方程形式发生了变化, 但仍然保持良好的初、

边值问题特性, 并不影响最后的稳态解�� 这种处理方法也是有代价的, 这就是时间精确的

Navier_Stokes方程存在刚性问题,并取决于流动马赫数和雷诺数�� 当流动速度的大小远小于音

速时, 任何时间推进法的收敛速度都要降低�� 因此, 为了解决此问题,时间推进法中往往采用

预处理算法�� 近几年 , 预处理算法对可压缩和不可压缩流动的数值分析取得了很大进

展[ 1~ 3]� � ��

本文目的是给出基于预处理算法的 PLU_SGS方法,结合高阶精度 AUSMPW格式在低马赫

数到超音速流动范围内有效而精确地求解非线性双曲型可压缩Navier_Stokes方程�� 为了检验

该方法,本文对顶盖驱动方腔流动以及喷管超音速流动进行计算,并将计算结果与文献计算结

果或实验数据比较, 以评价该方法的精度和特性��
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1 � 数 学模 型

1. 1 � 控制方程

在任意曲线坐标系 ( �1, �2, �3) 中, 三维可压缩 Navier_Stokes方程组形式为

� � J�Q/� t + div( F C
- F

V
) = 0, (1)

其中, Q = � �u1 �u2 �u3 �E T � R5
; F

C � R5�R3
, F

V � R5�R3�� F C
i 、F

V
i 定义为

� � F
C
i = J �Ui �u1 Ui +

��i
�x 1

p �u2 Ui +
��i
�x 2

p �u3Ui +
��i
�x 3

p �UiH
T

, (2)

� � F
V
i = J

��i
�xj

0 �1 j �2 j �3j �ljul + �
�T
�xj

T

, (3)

其中, t为时间, x i为直角坐标, �i为曲线坐标, u i为物理速度分量, Ui为逆变速度分量, �为气

体密度, p 为气体压力, E 为总能, H 为总焓��

对于理想气体存在下列关系式:

� � p = �RgT , E =
p

( �- 1) �
+

1
2
u iui , H = E +

p
�
, (4)

其中, Rg为气体常数, �为气体比热比�� Jacobi矩阵行列式 J、逆变速度分量 Ui、应力张量的剪

应力分量 �ij 分别定义为

� � J = �( x 1, x 2, x 3) / �( �1, �2, �3) , (5)

� � Ui = (��i /�xj ) uj � � ( i = 1, 2, 3) , (6)

� � �ij = �
�u i
�xj +

� uj
�x i -

2
3�ij
�uk
�xk � � ( i , j , k = 1, 2, 3) , (7)

其中 , �为分子粘性系数, �为分子导热系数,�ij 为 Kronecker 符号��

1. 2 � 预处理算法

预处理算法的目的是通过改变时间导数项, 适应引入的时间尺度, 从而, 使方程更好地适

合有效而精确的数值逼近�� 许多预处理算法是通过改变时间导数项来实现的,它不影响方程

最后的稳态解�� 通过预处理矩阵 � 将基于密度为求解变量Q 的 Navier_Stokes方程, 改为基于

压力为求解变量 ( W= p u1 u2 u3 T
T � R5

) 的 Navier_Stokes方程,则方程( 1)变为

� � J ��W/� t + div( FC
- F

V
) = 0, (8)

其中, �为预处理矩阵,其定义为[ 1, 3]

� � � = � Q/ �W+ � rsT , (9)

其中 � � r
T
= 1 u1 u2 u3 H , s

T
= 1 0 0 0 0 ,

� � � = 1/ U2
ref - 1/ c2, (10)

� � U
2
ref = min[ c2, max( | V |

2
, K | V � |

2
) ] , (11)

式中, | V | 为速度绝对值, | V� | 为来流速度, c 为音速, K 为系数,取为 0. 25��

预处理方程组在 �i方向的最大特征值为
[ 4]

� � �
�
i
max = 0�5 1 - �+ �

M
2
ref

c
2 Ui +

� � � � � � 1 - �+ �
M

2
ref

c
2 Ui

2

+ 4�M2
ref | ��i | 2-

U
2
i

c
2

, (12)
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其中, �= 0, M2
ref = U

2
ref/ c

2
, �= k�RgT , k 的定义为

� � k = max 1,max i
�i ( �i - 1)

�i - 1+ �RgT/ u
2
i

, (13)

� � �i = F CFL/ �Re�x
i
, (14)

其中, FCFL为 Courant_Friedrichs_Lewy数, �是 von Neumann数, Re�x
i
为网格雷诺数, �xi为网格

特征长度��

2 � 差 分格 式

当前迎风差分格式的研究都希望具有Van Leer提出的 FVS( flux vector splitting)格式的高计

算效率和 Roe提出的 FDS( flux difference splitting) 格式的高计算精度�� 从 90年代开始,出现一

种衍生的迎风格式�� Liou等[ 4]提出的 AUSM( advective upwind splitting method)格式,融合了Van

Leer的 FVS 格式和 Roe 的 FDS( flux difference splitt ing) 格式的优点, 并相继出现了改进的

AUSM
+
格式

[ 5] �� Kim[ 6]
进一步改进上述格式, 提出了 AUSMPW( AUSM by pressure_based weight

functions)格式�� 本文对 Navier_Stokes方程对流项的离散采用 AUSMPW格式��

AUSMPW格式本身只具有一阶空间精度,并取决于计算单元界面左、右侧变量的确定�� 对

一阶空间精度格式, 界面左、右侧原始变量分别取界面相邻节点 ( i , j , k)、( i + 1, j , k) 的值��

本文为了将AUSMPW格式扩展到三阶精度,采用基于原始变量具有三阶精度MUSCL 格式,确

定界面左、右侧原始变量�� 三阶精度MUSCL 格式为[ 7] :

� �
W

L
i+ 1/ 2, j , k = Wi , j , k +

�
4
[ (1- ��) �- + (1 + ��)�+ ]

i , j , k
,

W
R
i+ 1/ 2, j , k = Wi+ 1, j , k -

�
4
[ (1 - ��)�++ (1+ ��) �- ]

i+ 1, j , k
,

(15)

其中, (�+ ) i , j , k = Wi+ 1, j , k - Wi , j, k , (�- ) i , j , k = Wi, j , k- Wi- 1, j , k , �= 1/ 3, �为通量限制器,

其定义为

� � �= (2�+ � �- + �) / ( ( �+ )2 + ( �- )
2
+ �) , (16)

式中, � = 1/ 3, �为一小值, 取 �= 10- 16��

3 � 隐式求解过程

3. 1 � 离散和线性化
对于方程( 8) ,时间项采用 Euler一侧后差格式离散,对流项采用 AUSMPW 格式离散, 粘性

项采用中心差分格式离散,并线性化得

J�I
�ti , j , k

� + (�
-
�
1
A
+
1 + �

+
�
2
A
-
1 + �

-
�
2
A
+
2 + �

+
�
2
A
-
2 + �

-
�
3
A
+
3 + �

+
�
3
A
-
3 ) �

n

�Wn+ 1
i , j , k =

� � � � - R
n
i , j , k , (17)

其中 �Wn+ 1
i , j , k = W

n+ 1
i, j, k - W

n
i , j , k , �ti , j , k为时间步长,�+i 和�

-
i 为向前和向后的差分算子, A

+
i 和

A
-
i 为 Jacobi矩阵分裂成的正、负矩阵, R

n
i , j , k 为离散方程右端项��

3. 2 � PLU_SGS方法

LU_SGS方法由 Jameson & Yoon [ 8]针对未预处理的Navier_Stokes 方程提出的�� 该方法因不

需要矩阵求逆,其收敛速度比传统隐式时间推进法快�� 与 ADI 方法相比, LU_SGS方法具有计

算效率高、稳定性好的优点,尤其对多维问题更为明显�� Jacobi矩阵可以分裂为
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� � A
�
i = 0�5( Ai � �

�
i
maxI) , (18)

其中 Ai 是F
C
i 的 Jacobi矩阵, Ai = �FC

i / �Q, I 是单位矩阵��

本文根据 Yoon和 Jameson[ 8]提出的LU- SGS方法的思想,将离散方程构造为

� � ( L + D) D
- 1
( D+ U) �W

n+ 1
i , j , k = - R

n
i , j , k , (19)

其中

� � L = ( A
+
1 � ) i- 1, j, k + ( A

+
2 �) i , j- 1, k + ( A

+
3 �) i, j, k- 1, (20)

� � U = - [ ( A
-
1 � ) i+ 1, j, k + ( A

-
2 �) i , j+ 1, k + ( A

-
3 �) i, j , k+ 1] , (21)

� � D =
JI� �
�ti , j , k

+ ( �
�
1
max + �

�
2
max + �

�
3
max) I� ��� (22)

方程 ( 19) 求解可以分为三步:

第一步: 从计算区域的左下角开始计算,向右上角扫描,即

� � ( L + D )�W
*
i, j, k = - R

n
i, j , k ; (23)

第二步: 从计算区域的右上角开始计算,向左下角扫描,即

� � ( D + U)�Wn+ 1
i, j, k = D�W*

i , j , k ; (24)

第三步: 更新全场求解变量,即

� � W
n+ 1
i , j , k = W

n
i, j , k + �W

n+ 1
i, j, k�� (25)

3. 3 � 局部时间步长法

对同一 FCFL数,每一个网格节点取不同的时间步长, 可以加速收敛�� 本文采用局部时间

步长法,其局部时间步长定义为

� � �ti , j , k = FCFLmin 1/ �
�
1
max , 1/ �

�
2
max , 1/ �

�
3
max , (26)

其中 FCFL是 Courant_Friedrichs_Lewy 数��

3. 4 � 收敛指标

将对数相对全局残差 K 作为衡量迭代过程收敛性的指标,其定义为

� � K = lg R (N ) / R (1) � �, (27)

其中, N 为迭代次数, �= - 4�0,全局残差 R (N ) 定义为

� � R(N ) =
�

I
max

- 1

i= 2
� �

J
max

- 1

j= 2
� �

K
max
- 1

k= 2
�
5

m= 1

� mWn+ 1
i, j, k -

m
W

n
i , j , k �

� m
W

n+ 1
rms �

2

5( I max - 2) ( Jmax - 2) ( K max - 2)

1/ 2

, (28)

其中,
m
W为求解变量第m个分量,

m
Wrms为全局均方根求解变量, I max、Jmax、K max分别为 �1、�2、

�3 方向的最大节点数��

3. 5 � 边界条件

对于 Navier_Stokes方程, 采用特征边界条件, 可获得精确的边界点的值,可以加速收敛到

稳态解�� 由于方程预处理时, 改变了方程的形式, 同时也改变了特征方程�� 于是, 原来的特

征变量不能正确度量马赫数趋于零的情况, 并且在极限情况下不能获得好的边界条件�� 所

以, 修改或改进特征边界条件是必需的�� 本文采用文献[ 2]给出的基于预处理算法的特征边

界条件��

4 � 数值试验分析

为了检验该方法,本文对方腔顶盖驱动流动以及超音速喷管粘性流动进行了计算,并将计
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算结果与文献计算结果或实验数据进行比较��

4. 1 � 方腔顶盖驱动流动

第一个研究问题是方腔顶盖驱动流动�� 方腔顶盖驱动流动具有几何形状简单、边界条件

提法明确等优点�� 所以经常被计算流体力学研究者用作典型的流动问题来检验他们所提出的

计算方法、差分格式等�� 文献[ 9]利用涡函数_流函数的方法,给出的方腔顶盖驱动流动的计算

结果,被公认为该算例的基准解��

� � � � � � � ( a) Re = 100 � � � � � � � � � � � ( b) Re = 400

图 1� 速度分量 u 沿方腔垂直中心线的分布 ( U = u/ U � , Y = y / L )

� � � � � � � ( a) Re = 100 � � � � � � � � � � � ( b) Re = 400

图 2� 速度分量 v 沿方腔水平中心线的分布 ( V = v/ U � , X = y / L )

方腔内的流动由顶盖的水平运动来驱动�� 本文对 Re = 100, 400工况进行了数值计算,确

定雷诺数 Re时,特征速度取为顶盖的移动速度 U � ,特征长度取为方腔的高度L�� 采用网格数
为81 � 81�� 两种工况下速度分量( U = u/ U � ) 沿方腔垂直中心线 Y( Y = y / L ) 的分布和速

度分量 V( V = v / U � ) 沿方腔水平中心线 X (X = x / L ) 的分布如图 1、2所示�� 本文计算结果

与文献[ 9] 结果吻合得很好��

4. 2 � 超音速喷管粘性流动
第二个研究问题是超音速喷管粘性流动�� 该问题的特点是马赫数变化范围大 (Ma �0�2

~ 2�0) ,并且文献[ 10]对超音速喷管进行了实验研究, 并给出了实验数据�� 喷管 B1和 B2的详

细几何参数可参见文献[ 10] , 喷管 B1和 B2的基本几何尺寸是相同的, 两者的主要差别在于
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喷管的喉部, B2喷管较 B1喷管在喉部处的过渡要光滑一些�� 也正是由于在喉部的不同, 导

致二个喷管在性能上有所差异, 这就要求数值计算能够准确地区分�� 基于上述原因, 特选取

其中的 B1和 B2两个拉伐尔喷管作为算例�� 网格数为 97 � 61 � 17, 网格在壁面和喉部处适当

加密�� 计算时,雷诺数 Re为75 � 106 ,特征长度取喷管进口高度的一半�� B1和 B2两个喷管的

压力沿喷管中心线的分布以及与实验数据的比较如图 3所示,压力沿喷管壁面分布以及与实

验数据的比较如图 4所示�� 由比较可以看出, 本文的计算结果与文献[ 10]实验结果相符很好,

准确区分了 B1和 B2两个喷管在性能上的差异��

� � � � � � � ( a) 喷管 B1 � � � � � � � � � � � � ( b) 喷管 B2

图 3� 沿喷管中心线的压力分布 ( P = p / p 0, X = x / L)

� � � � � � � ( a) 喷管 B1� � � � � � � � � � � � ( b) 喷管 B2

图 4� 沿喷管壁面的压力分布

5 � 结 � � 论

采用基于预处理算法的 PLU_SGS方法, 结合高阶精度 AUSMPW格式,求解了曲线坐标系

可压缩 Navier_Stokes方程,达到对低速到超音速范围内可压缩流动进行数值模拟的目的�� 算

例数值结果与文献的数值结果和实验数据基本一致,表明该方法在低速到超音速范围内求解

可压缩Navier_Stokes方程,具有较高的模拟精度和较快的收敛速度以及良好的稳定性��
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Abstract: A PLU_SGS method based on a time_derivative preconditioning algorithm and LU_SGS

method is developed in order to calculate the Navier_Stokes equations at all speeds. The equations

were discretized using AUSMPW scheme in conjunction with the third_order MUSCL scheme with Van

Leer limiter. The present method was applied to solve the multidimensional compressible Navier_

Stokes equations in curvilinear coordinates. Characteristic boundary conditions based on the eigensys-

tem of the preconditioned equations were employed. In order to examine the performance of present

method, driven_cavity flow at various Reynolds numbers and viscous flow through a convergent_diver-

gent nozzle at supersonic were selected to test this method. The computed results were compared

with the experimental data or the other numerical results available in literature and good agreements

between them are obtained. The results show that the present method is accurate, self_adaptive and

stable for a wide range of flow conditions from low speed to supersonic flows.

Key words: nonlinear hyperbolic system; computational fluid dynamic; preconditioning algorithm;

implicit time marching method; characteristic boundary condition; high_order_accuracy

435不同马赫数 Navier_Stokes 方程计算方法的研究


