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摘要:  W. Nowacki曾建立起系统的微极热压电弹性理论和电磁热弹性理论# 戴天民对W. Nowacki

建立的微极热压电弹性理论和电磁热弹性理论进行了再研究, 对这些理论局限于线性情形的原因

和它们的不完整处进行了分析# 针对这些理论中所存在的问题, 建立起微极热压电弹性理论和电

磁热弹性理论的更普遍的能量守恒原理和局部能量方程以及 Hamilton 原理# 从戴天民所建立的更

普遍能量守恒原理和Hamilton原理很自然地推导出局部和非局部微极热压电和电磁热弹性理论的

完整的运动方程和边界条件以及能率均衡方程# 通过引入两个新泛函和全变分还可另外得到位

移、微转动、电势和温度边界条件# 
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引   言

在文献[ 1]中,我们曾对W. Nowacki[ 2]提出的微极热弹性理论进行了再研究# 本文是文献

[ 1]的继续# 

W. Nowacki[ 2]提出的微极热压电和电磁热弹性理论中也存在着和他提出的微极热弹性理

论类似的问题# 为此, 本文将针对这些理论进行再研究, 提出新的更普遍的能量守恒原理和

局部能率均衡方程以及Hamilton原理,从而自然地导出了较之专著[ 2]的结果更为普遍的相应

结果# 通过局部化本文还给出完整的非局部微极热压电和电磁热弹性理论的运动方程和能

率均衡方程# 按专著[ 2]提出的理论似乎是不可能得到这些完整的结果的# 

有关参考文献可参阅专著[ 2, 3, 4] , 本文不另列出# 

为简便起见,本文除作必要的说明外,均采用专著[ 2]的符号和记法# 为区别起见,本文

给出的与专著[ 2]不同的结果分别用公式编号(   )
*
表示# 
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1  摘录和评注

为便于比较起见,这里摘录专著[ 2]中有关结果,并作相应的评注# 

111  微极热压电弹性理论

1)  能量守恒原理和局部能量方程

专著[ 2]关于微极热压电弹性理论的出发点是下列能量守恒原理和 C_D不等式:

  QV
( QÛv iv i + Jji Ûw jw i + ÛU)dv = QV

( X iv i + Yiw i + W) dV +

      QA
( p iv i + miw i - qini ) dA + QV

E iÛD idV (1)

和

  QV
ÛS dv \QV

W
T
dV - QA

qini

T
dA# (2)

这里式( 1)最末一项是电动力学项, Ei 和Di 分别为电场和电位移矢量分量# 

接触力和力矩可表示为

  p i = Rjinj ,  mi = Ljinj# (3)

通过变换, 可从式( 1)得到局部能量方程

  ÛU = ( Rji, j + X i - QÛv i ) v i + ( Lji , j + Eijk Rjk + Yi - J ji Ûw j ) w i +

      RjiÛCji + LjiÛVji - qi, i + W + E iÛD i , (4a)

  ÛCji = v i , j - Ekjiw k ,  ÛVji = w i, j# (4b)

考虑到运动方程

  Rji , j + X i - QÛv i = 0, (5)

  Lji , j + EijkRjk + Yi - JjiÛw j = 0, (6)

则由式( 4a)得

  ÛU = RjiÛCji + LjiÛVji - qi, i + W + EiDi# (7)

应用自由能 F = U- ST 和电焓H = F - UiD i ,则式(7) 具有下列形式

  ÛH = RjiÛCjiÛxji - DiÛE i - SÛT - TÛS - qi , i + W# (8)

从式( 8)和 C_D不等式的局部形式

  ÛS +
qi

T , i
-

W
T

\ 0 (9)

消去热源 W , 则得下列不等式:

  (- ÛT + SÛH ) + RijÛCji + LjiÛVji - D iÛE i -
qiT , i

T
\ 0# (10)

假定 H = H ( Cji , Vji , Ei , T , T , i ) ,则由式(10) 可得本构关系

  Rji =
5H
5Cji

,   Lji =
5H
5 Vji

,   S =
5H
5T

,

  5H
5T , i

= 0,   5H
5E i

= - D i (11)

和不等式

  -
1
T

qiT , i \ 0# (12)

式( 12)由下列 Fourier热传导定律满足

230 戴   天   民



  qi = - kijT , j# (13)

评注 1 显然, 由式( 1)只能得到局部能量均衡方程

  ÛU = ( Rj i, j + X i - QÛv i) v i + ( Lji, j + Yi - Jj iÛw j ) w i +

      Rj iv i, j + Lj iw i, j - qi, i + W + E iÛDi# (14)

此时,只有在上式右侧加一项 EijkRjkw i 并减一项与之相等的项Ekj iRj iwk ,才能凑成角动量均衡方程和出现 Rj i( v i, j

- Ekj iwk ) = RjiÛCj i ,从而得到式(4a)# 但这样一来, Cj i却凑成线性应变# 这便是为什么大多数学者都要先采用

线性应变关系去从本身并不耦合的能量守恒原理去推导出具有耦合项的角动量均衡方程和局部能量方程的

原因# 这是很凑巧,但并不自然# 

另外,从式( 1)也不可能得到完整的非局部微极热压电弹性理论的完整的运动方程和能量方程# t

2)  Hamilton原理

专著[ 2]定义下列两个泛函

  0 = QV
( H + ST - X iui - YiUi ) dV - QA

( p iui + miUi - R<)dA , (15)

  7 = QV
( # - SÛTT - WT )dV + QA

Qin idA, (16)

这里 H , <和 R分别为电焓,电势和电荷, 而

  # =
1
2

kjiT , iT , j ,  qi = - kjiT , j# (17)

利用本构关系

  

5H
5Cji

= Rji ,  5H
5 Vji

= Lji ,

5H
5T

= - S,  5H
5Ei

= - Di ,

(18)

则从Hamilton原理

  DQ
t
2

t
1

( K - 0)dt = 0 (19)

可得

1) 运动方程

  Rji , j + X i - Q�i = 0, (20)

  Lji , j + EijkRjk + Yi - Jji &Uj = 0; (21)

2) 电磁场方程

  D i , i = 0; (22)

3) 边界条件

  p i = Rjinj ,  mi = Ljinj , (23)

  R = - D ini# (24)

从Hamilton原理

  DQ
t
2

t
1

7 dt = 0, (25)

可得

1) 熵均衡方程
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  TÛS = - qi , i + W; (26)

2) 边界条件

  qi = Qi# (27)

评注 2 专著[ 2]公设的非耦合的两个泛函都是不完整的,因此, 只有先利用本构关系才可能推导出完整的运

动方程# 另外,在[ 2]中采用的是/ 势能型0的变分, 所以从该 Hamilton 原理也不可能得到由/ 余能型0的变分

才可能导出的位移、微转动、电位移和温度边界条件# t

112  微极电磁热弹性理论
在专著[ 2]中所提出的微极电磁热弹性理论是以下列能量守恒原理为出发点的:

  QV
( QÛv iv i + JÛw iw i + QÛU + ÛUe )dV = QV

( X iv i + Yiw i + Qh)dV +

      QA
p iv i + miw i - qini - ( E @ H) ini + Uev in i dA# (28)

根据质量连续性方程,由上式得

  QÛU+
5Ue

5 t
= ( Rji, j + X i - QÛv i ) v i + ( Lji , j + EjikRjk + Yi - JÛw i ) w i +

Rji ( v i , j + wji ) + Ljiw i , j - qi, i + Qh + ( E @ H) i , i# (29)

把5Ue/ 5 t代入上式, 则得

  QÛU = [ Rji , j + ( j @ B) i + X i - QÛv i ] v i + ( Lji , j + EijkRjk + Yi - JÛw i ) w i +

Rji ( vi , j + w ji ) + Ljiw i, j - qi, i +
1
R
j
2
+ V0j iH, i , (30)

这里 E, H和 Ue 分别为电场,磁场和电磁能,而

  B = L0H,  D = E0E, (31)

  j = R( E + v @ B + V0 gradH)# (32)

专著[ 2]利用能量均衡方程必须对物体均匀运动具有不变性, 即

  v y v + b,  b = const# ( 33)

把上式代入式( 30)并减去原式,则得第一 Cauchy运动方程

  Rji , j + X i + ( j @ B) i - QÛv i = 0# (34)

假定能量均衡方程对物体刚性转动具有不变性,即

  v y v + 8 @ r,  w y w+ 8 ,  8 = const ( 35a)

或

  vi , j y vi , j - Eijp 8p ,  w i, j y w i , j , ( 35b)

则得第二 Cauchy运动方程

  Lji , j + EijkRjk + Yi - JÛw i = 0# (36)

考虑到运动方程,则能量均衡方程的局部形式为

  QÛU = Rji ( vi , j + w ji ) + Ljiw i, j + Qh - qi , i +
1
Rj

2
+ V0j iH, i# (37)

从上式和 C_D不等式

  QÛG+
qi

T , i
-

Qh
T

\ 0 (38)

消去 Qh - qi, i 项,则得

  -
Q

T
( Û7 + GÛH) +

1
T

Rji ( v i, j + w ji ) + Ljiw i , j +
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      1
T

1
Rj

2
+ V0j iH, i -

qiH, i

T
\ 0, (39)

式中自由能 7 = U - GT# 

设自由能具有形式

  7 = 7 ( v i , j , wk , w i , k , H, H, i ) , (40)

由式( 39)可得下列本构关系和不等式:

  
Rji = Q

5 7
5Cji

,   Lji = Q
5 7
5 Vji

,

G= -
5 7
5H,   5 7

5H, i
= 0,

(41)

和

  1
Rj

2
+ V 0j iH, i -

1
T

qiH, i \ 0# (42)

评注 3 和评注 1 中所述类似, 在微极电磁热弹性理论中, 由式( 28)导出式( 32)同样也是凑巧和不自然

的# 

在专著[ 1]中用物体均匀运动和刚性转动的不变性分别导出运动方程, 即式( 34)和式( 36) # 前者包括了

电磁力项 ( j @ B ) i, 而后者却与电磁场无关# 还要指出, 这里必须先利用式( 34)然后再利用式( 35) , 亦即, 物

体运动必须先做刚性平移然后再做刚性转动, 才能得出式( 36)# 这个次序不容颠倒# 否则, 还必须考虑到下

列关系

  v i y v i - Eij kxj 8 k, (43)

  Ûv i y Ûv i - Eij kv ij 8 k# (44)

因此, 从式( 30)不可能得到式( 36)# 另外, 由专著 [ 2]的理论也不可能通过局部化给出完整的非局部微极电

磁热弹性理论的完整的方程组# t

2  更普遍的微极热压电弹性理论

针对评注 1和评注 2指出的问题, 下面分别给出微极热压电弹性理论的更普遍的能量守

恒原理和Hamilton原理# 

211  更普遍的能量守恒原理
我们现在公设下列带有耦合项(交叉项)的能量守恒原理

  QV
QÛv iv i + ( Jji Ûw j + Eijk xj QÛv k) w i + ÛU dV =

      QV
X iv i + ( Yi + Eij k xj Xk) w i + W dV +

      QA
p iv i + ( mi + Eijk xj pk) w i - qini dA + QV

E iÛD idV (1)
*

和C_D不等式

  QV
ÛS dV \QV

W
T
d V- QA

qin i

T
dA# (2)

由式( 1) * 可得

  ÛU = ( Rji, j + X i - QÛv i ) v i + Eijk xj ( Rlk , l + Xk - QÛv k) +

      ( Lji , j + Eilk Rlk + Yi - Jji Ûw j ) w i + Rjivi , j +
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      ( Lji + Eilk x l Rjk) w i , j + qi , i + W + E iÛD i# (4a) *

若考虑到运动方程, 则从上式得能率均衡方程的局部形式为

  ÛU = Rjiv i, j + L*
jiw i , j - qi, i + W + EiÛDi , (7)

*

式中

  L*
ji = Lji + Eilkxl Rjk# (45)

对式( 1)
*
进行局部化,则很自然地得到非局部微极热压电弹性理论的

1) 运动方程

  Rji , j + X i - QÛv i = - X̂ i , (46)
*

  Lji , j + EimnRmn + Yi - JjiÛw j = - Ŷi + Eimnxm X̂n (47)
*

和

2) 能率均衡方程

  ÛU = Rjiv i, j + L*
jiw i , j - qi + W + E iÛD i - X̂ iv i - ( Ŷi - Eimnx mn) w i + Ŵ# (48)

*

这里 X̂ i , Ŷi 和 Ŵ 分别为体力,体力矩和热源的非局部剩余# 

应当指出, 若从专著[ 2]的式( 1)出发进行局部化是得不到像式( 46) * ~ ( 48) * 这样完整的

结果的# 这是因为式( 1)本身并不含耦合项的缘故# 
现引进自由能 F = U - ST 和电焓H = F - E iD i ,则由

  ÛH *
= Rjiv i , j + L*

ji w i, j - DiÛE i - SÛT - TÛS - qi, i + W (8)
*

和C_D不等式

  ÛS +
qi

T , i
-

W
T

\ 0 (9)

消去热源 W,并假定H
*

= H
*

( ui , j , Ui , j , Rji , L
*
ji , E i , Di , T , T , i , S ) ,即得下列本构方程和不等

式

  

Rji =
5H

*

5 ui , j
,  L*

ji =
5H

*

5 Ui, j
,  ui , j =

5H
*

5Rji
,

Ui , j =
5H

*

5 L*ji
,  5H

*

5E i
= - D i ,  5H

*

5D i
= 0,

S = -
5H

*

5T
,  5H

*

5T , i
= 0,  T = -

5H
*

5 S
,

(11)
*

和

  -
1
T

qkT , k \ 0# (12)

我们假定的H
*
与专著[ 2] 中的H之间存在着本质差异# R. Stojanovic

[ 5]
曾对有向弹性介

质理论证明了内能函数只与变形梯度和方向子梯度相关,而不与方向子显式相关# 我们在文

献[ 6] 中对微极连续统理论给出了能率函数只与速度梯度和角速度梯度相关, 而不与角速度

显式相关的证明# 这两种情况,与我们这里所研究的问题类似, 证明从略# 

212  更普遍的 Hamilton原理

现引进与式( 15)和式( 16)不同的两个带有耦合项的新泛函

  0
*

= QV
H

*
+ ST - X iui - ( Yi + EjikxjXk) Ui dV +

QA
�p iu i + Ui ( �mi + Eijkxj�p k) + pi�u i + ( mi + Eijkxjp k)�Ui + �RD<+ �<DR dA,

(15)
*
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  7
*

= QV
( # - SÛTT - WT)dv + QA

( T�Qi + �TQi ) n idA# (16)
*

取更普遍的 Hamilton原理为

  DQ
t
2

t
1

( K
*

- 0*
)dt = 0, (19)

*

  DQ
t
2

t
1

7 * dt = 0, (25)
*

式中

  K
*

= Q�iu i + ( J ji&Uj + Eijkxj Q�k) Ui# (49)
*

对式( 19) * 进行全变分, 并考虑到式( 11) * ,则有

  Q
t
2

t
1

dt QV
( Q�i - X i - Rji , j )Dui + [ Ejikxj ( Q�k - X k - Rlk , l ) +

      ( JjiÛw j - Yi - Lji , j - EilkRlk) ] DUi dV + Qv
u iD( Q�i - X i + Rji , j ) +

      Ui [ EijkxjD( Q�k - Xk - Rlk, l ) + D( JjiÛw j - yi - Lji , j - EilkRlk ) ] + D i , iD< dV +

      QA
( Rji , jnj - �p i ) Du i + [ ( Ljinj - �Li ) + Eilkxl ( Rji , jnj - �p i ) ] DUi + ( ui - �u i )Dpi +

      ( Ui - �Ui )D( mi + Ejikxjpk) + ( D ini + �R)DU+ �UDR dA = 0# (50)
*

由上式可以得到

1) 运动方程

  Rji , j + X i - Q�i = 0, (20)

  Lji , j + EjikRjk + Yi - Jji&Uj = 0; (21)

2) 电磁场方程

  D i , i = 0; (22)

3) 边界条件

  �p i = Rjinj ,  �mi = Ljinj , (23)

  �R = - D ini , (24)

  �ui = ui ,  �Ui = Ui , (51)
*

  �U= 0# (52)
*

类似地,从式( 25) * 通过全变分可得

1) 熵均衡方程

  TÛS = - qi , i + W; (26)

2) 边界条件

  �Q i = Qi , (27)

  ÛT = T# (53)
*

3  更普遍的微极电磁热弹性理论

针对评注 3指出的问题,下面给出微极电磁热弹性理论的更普遍的能量守恒原理# 

现公设带有耦合项的更普遍的能量守恒原理如下:

  QV
[ QÛv iv i + ( JÛw i + EijkxjQÛv k) w i + QÛU + ÛUe) ] dV =
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      QV
[ X iv i + ( Yi + EijkxjX k) w i + Qh) ] d V+

      QA
[ p iv i + ( mi + Eijkxjp k) w i - qini - ( E @ H) in i + Uev ini ] dA# (28)

*

根据质量连续性方程,由上式得下列能率守恒原理的局部形式

  QÛU+
5Ue

5 t
= ( Rji, j + X i - QÛv i ) v i + ( Lji, j + EilkRlk + Yi - JÛw i ) +

Eijkxj ( Rlk , l + X k - QÛv k ) w i + Rjiv i, j + ( Lji + Eilkx l Rjk) w i, j -

qi , i + Qh + ( E @ H) i, i# (29)
*

把5Ue/ 5 t代入上式, 则得

  QÛU = [ Rji , j + ( j @ B) i + X i - QÛv i ] v i + [ ( Lji , j + EilkRlk + Yi - JÛw i ) +

      EjikX j ( Rlk , l + x k - QÛv k) ] w i + Rjiv i, j + ( Lji + Eilkx lRjk) w i, j -

      qi , i +
1
R
j
2

+ V 0j iH, i# (30)
*

我们取

  vi y v i + Dv i ,   Dv i = const; ( 54a)

  w i y w i + Dw i ,   Dw i = const, ( 54b)

并把它们代入式( 30) * ,再从中减去原式( 30) * ,则得

  [ Rji , j + ( j @ B) i + X i - QÛv i ]Dvi + [ ( Lji , j + EilkRlk + Yi -

      JÛw i ) + Eijkxj ( Rlk, l + X l - QÛv ) ]Dw i = 0# (55)

由于 Dvi和Dw i是任意的,故按Stojanovic[ 5] 和戴天民[ 6] 提出的广义Piola定理的原意可得

运动方程

  Rji , j + ( j @ B) i + X i - QÛv i = 0, (34)

  Lji , j + EilkRlk + Yi - JÛw i - EijkVj ( j @ B) k = 0# (36)
*

再由式( 30) * 可得能率均衡方程的局部形式如下:

  QÛU = Rjivi , j + ( Lji + EilkxlRjk) w i , j - qi , i +
1
R

j
2
+ V 0j iH, i# (37)

*

通过局部化,则易得非局部微极电磁热弹性理论的运动方程和能率均衡方程如下:

  Rji , j + ( j @ B) i + X i - QÛv i = - X̂ i , (56)
*

  Lji , j + EilkRlk + Yi - JÛw i - Eijkxj ( j @ B) k = - Ŷi + :ijkxjX̂ k ; (57)
*

  QÛU = Rjivi , j + ( Lji + EilkxlRjk) w i , j - qi , i +
1
R

j
2
+

V0j iH, i - X̂ ivi - ( Ŷi - EijkxjX̂k ) w i# (58)
*

现在反过来再对比地看一下专著[ 2]和本文结果之间的差异# Nowacki[ 2]之所以要先利用

式( 33)给出式( 34) ,然后再利用式( 35)给出式( 36)的原因是他提出的作为出发点的式( 28)本

身并无耦合项, 但又要式( 36)能出现耦合项 EijkRjk , 并要满足刚性转动的不变性的要求所致# 

由于这样凑合, 故在式(37) 中出现与微转角率相关的项- EijkRjiwk# 

现用本文的方法,即取Dw i = 0, Dvi = const和Dv i = 0, Dw i = const ,则由式(30) ,亦即

  [ Rji , j + ( j @ B) i + X i - QiÛv i ]Dv i + [ ( Lji, j + EijkRjk + Yi - JÛw i )Dw i - EkjiRjiDw k ] = 0

( a)

只能分别得到
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  Rji , j + ( j @ B) i + X i - QÛv i = 0 (b)

和

  Lji , j + Yi - JÛw i = 0# ( c)

再利用这两个/运动方程0,从式( 30)只能得到下列/能率均衡方程0

  QÛU = Rjivi , j + Ljiw i , j - qi , i +
1
R

j
2
+ V 0j iH, i# (d)

由此可见, 在上列运动方程和能率均衡方程中均无耦合项出现# 实际上, 如果把专著[ 2]

中第 352页中 w ji = - Eijkwk 更正为wji = - Ekjiw k ,并考虑到 EijkRjkw i = EkjiRjiwk ,则式(30) 立即变

成为不带耦合项的能率均衡方程

  QÛU = [ Rji , j + ( j @ B) i + X i - QÛv i ] v i + ( Lji , j + Yi - JÛw i ) w i +

Rjivi , j + Ljiw i , j - qi , i +
1
R

j
2
V0j iH, i# ( e)

如果进行局部化,则只能得到下列结果# 

  Rji , j + ( j @ B) i + X i - QÛv i = - X̂ i , ( f )

  Lji , j + Yi - JÛw i = - Ŷi , ( g)

  QÛU = - X̂ ivi - Ŷiw i + Rjivi , j + Ljiw i, j - qi, i +
1
R
j
2
+ V 0j iH, i# (h)

上列式( a) - 式( h)才是专著[ 2]提出的微极电磁热弹性理论所应得到的结果# 然而这些

结果却是不自然的, 而且也是不完整的# 

4  结   语

本文对专著[ 2]中提出的微极热压电弹性理论和微极电磁热弹性理论进行了再研究# 

给出了与[ 2]不同的带有耦合项的微极热压电弹性理论的能量守恒原理,从而推导出新的

能率均衡方程以及完整的非局部微极情形的运动方程和能率均衡方程# 通过引进两个新泛

函,由更普遍的Hamilton原理进行全变分除了得到与[ 2]相同的结果外,还给出位移, 微转动、

电势和温度边界条件# 

给出了与[ 2]不同的带有耦合项的微极电磁热弹性理论的能率守恒原理, 从而除第一

Cauchy 运动方程与[ 2]相同外还推导出新的带有电磁力矩项的第二 Cauchy 运动方程和能率均

衡方程以及非局部微极情形的完整的运动方程和能率均衡方程# 

本文提出的结果可用来作为进一步建立更加完整的局部和非局部极性、压电热弹性理论

和电磁热弹性理论的理论依据# 
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Abstract: The theories of thermopiezoelectricity and magnetoelasticty for microplar continua have

been systemetically developed by W. Nowacki. In this paper the theories are restudied. The reason

why they were restricted to linear cases is analyzed. The more general conservation principle of ener-

gy, energy balance equation and Hamilton principle of thermopiezoelectricity and magnetoelasticity for

micropolar continua are established. The corresponding complete equations of motion and boundary

conditions as well as balance equations of energy rate for local and nonlocal micropolar thermopiezo-

electricity and magnetothermoelasticity are naturally derived. By means of two new functionals and

total variation the boundary conditions of displacement, microrotation, electric potential and tempera-

ture are also given.

Key words: nonlocal; micropolar; thermopiezoelectricity; magnetothermoelasticity; principle of en-

ergy conservation; Hamilton principle
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