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摘要:  平面弹性与板弯曲的相似理论为构造薄板单元提供了一条有效的新途径# 由于避开了 c1

连续性的困难 ,使得薄板单元的构造变得简单# 更为深入地讨论了该相似性理论的应用, 并构造

了一个新的四节点十六自由度薄板单元# 数值结果表明, 该单元能通过分片试验, 具有良好的收

敛性和精度# 
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引   言

由于 c
1连续性的要求, 构造协调的Kirchhoff板弯曲单元是十分困难的# 为克服这一困难

出现了多种方法, 这些方法放松了 c1连续性的要求但仍保证单元的收敛性# 它们基本上可归

为两类: 其一是以弱连续代替逐点连续, 代表单元有应力杂交元、拟协调元和精化元等; 另

一类是应用Mindlin_Reissner 板理论再以某种方式强加Kirchhoff条件, 代表单元为DKT 和 DKQ

系列# 这两类方法在许多著作中都有详细的论述[ 1]、[ 2]# 近来,人们注意到应用平面弹性与板

弯曲之间的静力 ) 几何比拟(本文简称为膜板比拟)理论可以自然地避开 c
1连续性困难, 为构

造板弯曲单元开辟了崭新的途径[ 3]# 

膜板比拟理论最早由 Southwell
[ 4]
提出, 后来也有一些相关的应用

[ 5]
, 这些论述无不强调了

比拟的意义在于一方的方法可以借用于另一方# 将膜板比拟理论应用于有限元的构造, 可把

性态较好的平面弹性有限单元借助膜板的相互转换变换成相应的板单元, 这无论在有限元理

论及其实际应用上都是一项令人感兴趣而又有价值的探索和尝试# 

钟万勰等
[ 3]
成功地解决了平面单元与板弯曲单元的转化问题# 他们成功地将平面弹性的

CST 元转化为板弯曲中著名的 Morley 单元(Morley单元等价于杂交元 HSM6和离散 Kirchhoff单

元DKT6
[ 2]、[ 6]

)# 文献[ 3]中给出了该三角单元转换中将以应力函数为节点自由度的板单元变

换为以位移(挠度和转角)为自由度的板单元的一个线性方法,但该线性变换不适用于高阶平
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面单元的转换# 本文从比拟理论出发, 给出了一个适用于高阶平面单元的应力函数 ) 位移转

换的一般方法, 并成功地将一个平面八节点单元转换成一个四边形四节点薄板单元# 

1  膜板比拟理论

膜板比拟理论可用下表作一简明表述,更详细的描述请参考文献[ 3]# 表中左右两侧的一

一对应显示了平面弹性和板弯曲两个体系的同构关系# 

表 1 膜板比拟关系

平面弹性 板弯曲

Airy 应力函数 < 横向挠度 w

面内位移 u , v 向量 弯矩函数 <x , <y 向量

应变 Ex , Ey , Cxy = 2Exy 弯矩 M x , My ,2Mx y

应变_位移关系

Ex =
5 u

5 x
, Ey =

5 v

5 y
, Cx y =

5 u

5 y
+
5 v

5 x

弯矩_弯矩函数关系

M y =
5<x

5 x
, M x =

5<y

5 y
, 2Mxy =

5<x

5 y
+
5 <y

5 x

应力函数_应力关系

Rx =
52 <
5 y2

, Ry =
5 2<
5 x 2, Sxy = -

5 2<
5 x5 y

,

挠度_曲率关系

Jy =
52w

5 y 2, Jx =
5 2w

5 x 2, Jxy = -
5 2w

5 x5 y
,

应力_应变关系

R = DE

R = Rx  Ry  Sxy
T

E = Ex  Ey  Cxy
T

D = E
1

1- M2

1 M 0

M 1 0

0 0
1- M
2

弯矩 _曲率关系

k = Cm

k = ky  kx  kxy
T

m = My  Mx  2M xy
T

C =
1
D

1

1- M2

1 - M 0

- M 1 0

0 0
1+ M
2

u , v ,的平衡方程 <x , <y 的协调方程

<的协调方程 w 的平衡方程

最小总势能原理 最小总余能原理

2  基于膜板比拟理论的板单元

211  单元的构造

应用膜板比拟来构造板单元的关键是引入两个弯矩函数 <x、<y , 由于只要求 <x、<y有 c
0
连

续性,从而 c
1连续性困难不复存在# 从表 1中可以看出,要从一个体系进入另一个体系只需

作变元的对应变换及如下的弹性常数变换即可# 

  D
- 1\E   - M\M

从而可以肯定按这样的对应变换原则直接就能将平面位移单元转变为板弯曲单元, 但是这样

得到的是基于最小总余能原理而以弯矩函数 <x、<y 为节点自由度的板单元, 我们称之为初级

板单元# 很显然这种初级板单元是难以直接应用的, 必须将它转化为以位移为自由度的最终

板单元# 所以,将平面单元转化为板单元的过程自然分为两步: 原始平面单元经由体系变换

的对应原则变为初级板单元;初级板单元经过应力函数 ) 位移转换变为最终板单元# 显然
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第一步是十分简单的,而且不会破坏原始平面单元的收敛性和精度# 第二步则相对复杂# 

下面我们详细讨论第二步的具体过程# 经过第一步的体系转换, 得到以弯矩函数 <x、<y

为节点自由度的初级板单元, 它的单元节点向量是

  u = , <xi  <y i  , T  ( i = 1, ,, n) ,

n 为初级板单元的单元节点总数# 在初级板单元上有弯矩函数的插值形式如下

  
<x

<y
= Nu# (1)

N 表示弯矩函数的插值矩阵# 相应地有内力场

  m =

5/ 5x 0

0 5/5y

5/ 5y 5/5x

<x

<y

= Bu# (2)

单元的余能是

  U
c
e =

1
2QQ8

e

m
T
Cmdxdy =

1
2
u
T QQ8

e

B
T
CBdx dy u =

1
2
u
T
Fu, (3)

F 就是初级板单元的单元刚度阵# 显然存在 u的对偶向量

  U= Fu, (4)

U称为角卷向量[ 3] # 作Legendre变换得到单元的势能为

  Ue = 2- 1UTF- 1 U, (5)

这里 F
- 1是 F的广义逆# 注意到 U一定是几何向量,但其含义不很明确,不便直接使用# 为

此我们假设存在某个含义明确的位移向量 d且有如下关系

  U= 5d, (6)

则立即得到对应于向量 d 的单元刚度阵

  R = 5 T
F

- 1 5# (7)

这就是最终板单元的单元刚度阵# 

212  d 和 5 的确定

由于 d 和 5 都是未知的,因此 d和 5 的确定是构造最终板单元的关键# 文献[ 3] 根据

CST 元与 CCT 元的对比确定 d的各分量应是节点挠度w 和边线平均转角并从而确定了 5# 但

我们不能将从常应变单元这种简单情形得出的结论直接应用于更为一般的情形# 本文从膜

板比拟理论出发推导出 d 和 5 的一般形式,以确保转换的正确性# 

膜板比拟表明平面弹性的应力和节点力向量分别对应于板弯曲的曲率和角卷向量# 平面

单元处理平衡方程的直观方式是将单元所占据的弹性片边缘的应力以某种方式堆积( Lump)

到节点上并以节点力平衡代替弹性片边缘上的逐点应力平衡;相应地,对于板弯曲的情形就应

是/将板单元边缘的曲率以某种方式推积到节点上并以节点的角卷量协调代替板边缘上的逐

点曲率协调0# 这就说明:只要在单元边缘上进行曲率堆积的运算就可生成角卷向量, 而曲率

是有明确含义的几何量, 由此可以确定 d 和 5# 如果曲率堆积的方式与原始平面单元应力堆

积的方式一致, 那么这种转换将不会破坏原始单元的收敛性和精度# 

现首先以平面四节点单元为例来详加讨论# 如图 1所示, ij 是单元的一条边, 外法向为

n,长度为 L ij ,中点为 k ,有原点在 k 的局部坐标系 n, s ,切向坐标 s 指向j# 

对于平面单元, 在局部坐标系 n, s 中的单元边缘应力是切向应力 Sns 和法向应力 Rn ,熟

241基于膜板比拟理论的一个新的四边形薄板单元



图 1  单元及其边缘上的局部坐标

知的堆积方式是

Ti = Q
L

ij
/ 2

- L
ij
/ 2
SnsN ids ,

Tj = Q
L

ij
/ 2

- L
ij
/ 2
SnsNjds ,

 

P i = Q
L

ij
/ 2

- L
ij
/ 2
RnN ids ,

Pj = Q
L

ij
/ 2

- L
ij
/ 2
RnNjd s# 

(8)

N i =
1 - s / ( L ij / 2)

2
, Nj =

1+ s/ ( L ij / 2)

2
(9)

Ti、Tj 和P i、Pj 分别是ij 边所贡献的节点 i、j 的切向力和法向力# 对板单元的两个边缘曲率

  kns =
- 52w
5 n5 s

,  ks =
52w

5 s
2# (10)

应用同样的方式向节点 i堆积得

  Q
L

ij
/ 2

- L
ij

/ s
knsNid s =

5w
5 n s= - L

ij
/ 2

-
1

L ijQ
L

ij
/ 2

- L
ij
/ 2

5w
5 n

ds = - Hs | s= - L
ij
/ 2 + �Hsij , (11)

  Q
L

ij
/ 2

- L
ij

/ s
ksN ids = -

5w
5 s s= - L

ij
/ 2

+
1w
L ij

L
ij
/ 2

- L
ij
/ 2

= - Hn | s= - L
ij
/ 2+

w j - w i

L ij
# (12)

当沿一个单元的四条边都按此方式堆积完毕后, - Hs | s= - L
ij
/ 2和- Hn | s= - L

ij
/ 2这样的项将相互

抵消,因此可以不加考虑,从而对应于(8) 写出ij 边的曲率堆积结果如下

  
Usi = �Hsij ,

Usj = - �Hsij ,
 

Uni = ( w j - w i ) / L ij ,

Unj = - ( wj - w i ) / L ij ,
(13)

Us i、Usj 和 Uni 和 Unj 分别是ij 边所贡献的节点 i、j 的切向角卷和法向角卷# �Hsij 是ij 边的切向平

均转角# 与文[ 3] 的以节点位移w i、w j 和边线平均转角�Hs表示角卷向量的表达式完全一致# 

其次,讨论平面八节点二次直边单元# 单元几何描述仍如图 1所示,唯一的不同在于 k 也

是节点# 于是ij 边上的形函数是

  Nj = s
L ij

2
s

L ij

2
+ 1 2,  N k = 1- s

L ij

2

2

,

  N i = s
L ij

2
s

L ij

2
- 1 2# (14)

将边缘曲率 kns 和ks 如下堆积到 i , k , j 三个节点上

  Q
L

ij
/ 2

- L
ij

/ 2
k nsN ids ,Q

L
ij
/ 2

- L
ij
/ 2

ksN id s, , (15)

经过积分运算并略去堆积后互相抵消的那些项,我们可得到角卷表达式为

  

Usi = �Hsij - 4�Hsij ,

Usk = 8�Hs ij ,

Usj = - �Hsij - 4�Hsij ,

 

Uni = (- wj - 3w i + 4�w ij ) / L ij ,

Unk = (4w j + 4w i - 8�w ij ) / L ij ,

Unj = (- 3w j - w i + 4�w ij ) / L ij# 

(16)

  �Hs ij =
1

L
2
ijQ

L
ij
/ 2

- L
ij
/ 2
Hsds ,  �w ij =

1
L ijQ

L
ij
/ 2

- L
ij
/ 2

wds# (17)

这里出现了两个高阶自由度�Hs 和�w# 注意到当网格无限细分使得每一个单元收敛到常曲率

状态时, Hs 和w 沿单元边缘分别按线性和二次规律分布,它们可表达为
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Hs = �Hs +
5�Hs

5 s
s,

w = w i

1- s
L ij

2
2

+ w j

1+ s
L ij

2
2

+
52w

5 s
2

L
2
ij

4

s
L ij

2

2

- 1

2
,

(18)

这里 5Hs/ 5s 和52w /5 s
2 是相应的边线平均值# 将(18) 代入(16) 得到另一个角卷表达式

Usi = �Hs -
L ij

3

5Hs

5 s
,

Usk =
2L ij

3

5Hs

5 s
,

Usj = - �Hs -
L ij

3

5Hs

5s
# 

 

Uni =
wj - w i

L ij
-

L ij

3
52w

5s
2 ,

Unk =
2L ij

3
52w
5 s

2 ,

Unj = -
w j - w i

L ij
-

L ij

3
52w

5 s
2# 

(19)

显然,如果将高阶项去掉则( 19)退化为( 13)# 尽管( 19)也能保证收敛,考虑到它附加了一个假

设,精度会受影响;另一方面是引入边界条件时, �Hs 和�w 这种被积项不含导数的积分形式的自

由度不会造成什么困难, 而5Hs/ 5s 和52w /5 s
2 则比较麻烦,所以我们选择(16)# 

现在可以确认这里 d中的元素是各个节点量w i 和边线量�Hsij、�Hsij、�w ij# (16) 式给出的是单

元边线的局部坐标系 n, s 中的角卷表达式, 只要按通常的向量坐标转换将它们转换到单元

局部坐标系中, 将每条边对各节点角卷量的贡献加合, 组装成单元局部坐标系中的角卷向量 U

的表达式,就可得到 d 和 5# 为使这一过程更为清晰,我们写出ij 边的组装算法

Uxi : = Uxi + (�Hsij - 4�Hsij ) cosAij + ( (- w j - 3w i + 4�w ij ) / L ij ) sinAij ,

Uyi : = Uyi + (�Hsij - 4�Hsij ) sinAij + ( (- w j - 3w i + 4�w ij ) / L ij ) cosAij ,

Uxk : = Uxk + (8�Hsij ) cosAij + ( (4w j + 4w i - 8�w ij ) / L ij ) sinAij ,

Uyk : = Uyk + (8�Hsij ) sinAij + ( (4w j + 4w i - 8�w ij ) / L ij ) cosAij ,

Uxj : = Uxj + (- �Hsij - 4�Hsij ) cosAij + ( (- 3wj - w i + 4�w ij ) / L ij ) sinAij ,

Uyj : = Uyj + (- �Hsij - 4�Hsij ) sinAij + ( (- 3wj - w i + 4�w ij ) / L ij ) cosAij# (20)

这里 Aij 是ij 边的局部坐标系 n, s 与单元局部坐标系( x , y ) 之间的相对转角# 符号: =

表示赋值# 语句右端包含的自由度就是 d 的元素,而对应的系数将决定 5# 

213  基于膜板转换的一个四节点 16自由度的薄板单元

现在我们利用膜板转化方法将平面八节点直边亚参元转化为一个四边形十六自由度薄板

单元# 

图 2  单元转化示意图

由前所述, 将平面单元转化为板单元分为如下两步:先是体系转换得出初级板单元; 后是

应力函数 ) 位移转换得到最终板单元# 尽管从原则上说体系转换导出初级板单元是没有困难
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的,但最终板单元的刚度阵( 7)式需要初级板单元的刚度阵 F 的广义逆, 而由于初级板单元的

刚度阵不是满秩的, 对应于三个零弯矩状态, 它有 3维的零子空间# 为求得 F的广义逆,我们

希望把零子空间分离出来,从而使 F表示为如下形式矩阵的合同变换

03@ 3 0

0 �F13@ 13
, (21)

子矩阵 �F 是对称正定的,计算它的逆阵不会有什么困难# 出于这个考虑, 不能直接利用原始

平面单元(属于 Serendipity 族)的刚度阵, 需要从新列式# 

设单元的局部物理坐标系为 ( x , y ) , 参考坐标系为( N, G)# 它们之间的关系是

x = E
4

I = 1

(1 + NIN) (1+ GIG)

4
xI ,  y = E

4

I= 1

(1 + NIN) ( 1+ GIG)

4
yI, (22)

N= - 1, 1, 1, - 1 ,  G = - 1, - 1, 1, 1 # 

指标集 I | I = 1, 2, 3, 4 代表4个角节点# 

为得到( 21)的形式,我们采取了混合坐标列式的技巧,写出两个弯矩阵函数的插值函数

<x = 1  x  y  N2  NG G2  N2G  NG2 ax ,  ax = ax1, ,, ax8
T
, (23)

<y = 1  x  y  N2  NG G2  N2G  NG2 ay ,  ay = ay1, ,, ay8
T
, (24)

ax 和ay是广义参数向量# 因为线性函数 x、y 包含N、G的线性组合, 所以混合坐标列式是合理

的# 将四个角节点和四个边线中点的坐标依次代入(23)、(24) 得到

u = Ta  或  a = T
- 1
u ,  a = a

T
x  a

T
y

T
, (25)

T是节点弯矩函数向量 u和广义参数向量 a之间的转换矩阵# 

由( 2)得到如下形式的弯矩向量 m

m =

5/ 5x 0

0 5/ 5y

5/ 5y 5/ 5x

<x

<y

= B
*
a a =

0 1 0 b
T
x1@ 5 0 0 0 01@ 5

0 0 0 01@ 5 0 0 1 b
T
y1@ 5

0 0 1 b
T
y1@ 5 0 1 0 b

T
x1@ 5

a, (26)

经矩阵列变换 S 把B
*
a 变为新的形式

Ba = B
*
a S = [ 03@ 3  �B3@ 13]# (27)

现在可以写出 F为

F = QQ8
e

( BaS
- 1
T

- 1
)
T
C( BaS

- 1
T

- 1
)d 8e = ( TS )

- TQQ8
e

( B
T
aCBa )d 8e ( TS )

- 1# (28)

显然( 28)右端的积分式具有( 21)的形式# 因为需要的是 F
- 1而非 F ,所以不用求 TS 的逆阵,

F
- 1

= ( TS) QQ8
e

( B
T
aCBa) d 8e

- 1

( TS )
T# (29)

将( 29)代入( 7)我们得到了最终板单元的单元刚度阵 R

R = ( 5T TS ) QQ8
e

( B
T
aCBa )d 8e

- 1

( 5T TS )
T# (30)

R 所对应的单元位移向量d 为

d = w1, w 2, w 3, w 4, �H12, �H23, �H34, �H41, �H12, �H23,�H34,�H41, �w 12, �w 23, �w 34, �w 41
T# (31)

3  数 值算 例

311  分片试验
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已经知道, 平面八节点直边亚参元是协调元,而根据上面的讨论, ( 16)式的转换方式可保

持该平面单元的性质,于是可以肯定膜板转换得到的板单元一定能通过分片试验# 对图 3分

片试验的计算结果(表 3)表明该单元确实通过分片试验# 

图 3  分片试验( a = 0112; b = 0124;        图 4 1/ 4方板的网格

t = 01001; E = 110 @ 106; M= 0125 )

表 2 节点坐标

节点 x y

1 0104 0102

2 0118 0103

3 0116 0108

4 0108 0108

表 3 分片试验结果( w = 10
- 3

( x
2

+ xy + y
2
) / 2)

节 点

挠度 w 弯矩 Mx

数值结果 准确值 数值结果 准确值

1 11399 988@ 10- 6 11400 000@ 10- 6 11111@ 10- 7

2 11935 002@ 10- 5 11935 000@ 10- 5 11111@ 10- 7 11111@ 10- 7

3 21240 003@ 10- 5 21240 000@ 10- 5 11111@ 10- 7

4 91599 993@ 10- 6 91600 000@ 10- 6 11111@ 10- 7

312  在不同边界条件不同载荷下的方板

1) 收敛性和精度

考虑图4所示的方板, 由于其对称性,我们仅取 1/ 4方板利用 n @ n ( n = 1, 2, ,, 6) 六种

网格进行分析# 对于集中力作用下的固支和简支板,其板中心挠度 w 分别在图 5和图6中给

出# 由离散Kirchhoff板元 DKQ8
[ 6]
和DKQ12

[ 2]、[ 6]
得到的结果也同时给出以资比较# 从图中可

以看到该单元具有良好的精度,收敛速度快# 

对于分布力作用下的中心挠度 w 和弯矩Mx在表4中给出, 我们可以看到该单元具有良好

的精度# 
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图 5 受集中力固支方板的中心挠度    图 6 受集中力简支方板的中心挠度

表 4 方板受分布力的解

网格

固支边界 简支边界

w ( @ 10- 3qa4/ D ) Mx( @ 10- 2qa2) w ( @ 10- 3 qa 4/ D ) M x( @ 10- 2qa2)

1@ 1 11006 2124 31375 4138

2@ 2 11266 2122 41042 4170

3@ 3 11265 2125 41060 4178

4@ 4 11265 2127 41061 4177

5@ 5 11265 2128 41060 4177

6@ 6 11265 2128 41060 4178

精确解 11265 2129 41062 4179

2) 歪斜网格方板

为考察单元抗歪斜网格的能力,文献[ 7]、[ 8]计算了 1/ 4方板划分为如下几个网格的情形

(图 7)# 我们用本文的单元也作了计算,在表 5和表6中给出中心挠度 w 和弯矩Mx 的计算结

果与文献[ 7]、[ 8]的结果做比较# 对比表明:本文的单元是足够强壮的# 

图 7 歪斜网格

表 5 歪斜网格的计算结果:中心挠度和弯矩(简支边界)

单元

网 格 网格 1 网格 2 网格 3

w Mx w Mx w Mx

本文 41070 4181 41087 4186 41060 4179

[ 7] 41277 5104 31982 4184 41112 4170

[ 8] 41055 4169 4109 4170 41056 4174

精确解    w = 41062 @ 10- 3qa4/ D ,  Mx = 4179 @ 10- 2qa 2
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  表 6 歪斜网格的计算结果:中心挠度和弯矩(固支边界)

单元

网 格 网格 1 网格 2 网格 3

w Mx w Mx w Mx

本文 11288 2131 11292 2136 11267 2129

[ 7] 11426 2135 11450 2132 11374 2134

[ 8] 11239 2113 11261 2116 1125 2122

精确解    w = 11265 @ 10- 3qa4/ D ,  Mx = 2129 @ 10- 2qa 2

图 8  圆板的网格划分

图 9  固支方板受分布力的收敛性结果

313  在不同边界条件下受不同载荷的圆板

应用本文的新单元我们分析了一个圆形

薄板# 考虑到其对称性, 仅取其 1/ 4, 网格如

图 8所示# 在固支边界和均布荷载条件下,

板中心点的挠度 w 的计算结果在图 9中给出, 由

单元 DKQ8[ 6]和 DKQ12[ 2]、[ 6]得到的结果也同时给

出以供比较# 固支和简支板在分布和集中载荷作

用下的中心挠度 w 和弯矩M r = MH列于表7中# 

从这些结果看,我们可以得到和方板分析中

同样的结论# 

表 7 圆板的计算结果

网格

固支边界 简支边界

分布力 集中力 分布力 集中力

w ( @ A) Mr ( @ B) w ( @ C) w ( @ A) M r ( @ B) w ( @ C)

3 11214 61723 21052 41152 11518 41210

12 11478 71800 11997 51429 11834 41589

48 11544 81045 11992 51957 11962 41822

精确解 11562 81125 11989 61370 21062 51050

  A = 10- 2qr 4/ D , B = 10- 2qr2 , C= 10- 2Pr 2/ D

4  结   论

数值试验的结果表明,本文的单元能通过分片试验,收敛过程稳定可靠, 具有令人满意的

精度# 可以说该单元确实继承了其原始平面单元的性质, 这就达到了膜板单元转化的目的# 

同时,单元的实现证实了膜板转化这一新途径的正确性和广阔前景, 在理论和实践上都有许多
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A New Quadrilateral Thin Plate Element Based

on the Membrane_Plate Similarity Theory

HUANG Ruo_yu,  ZHENG Chang_liang,  ZHONGWan_xie,  YAOWei_an
( Sta te Key Labor ator y of Stru ctur al Analysis of Indu str ial Equipment ,

Dalian Un iv er sity of Technolo gy , Dalian 116023, P R China )

Abstract: A new effective path has been proposed to formulate thin plate element by using the sim-i

larity theory between plane elasticity and plate bending. Because of avoiding the difficulty of c1 cont-i

nuity, the construction of thin plate elements becomes easier. The similarity theory and its applica-

tions were discussed more deeply, and a new four nodes, sixteen D. O. F( degree of freedom) thin

plate element was presented on the base of the similarity theory. Numerical results for typical prob-

lems show that this new element can pass the patch test and has a very good convergence and a high

precision.

Key wrods: plate bending; membrane_plate similarity; convergence; finite element
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