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等式约束非线性控制系统的时程精细计算
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摘要:  针对等式约束非线性最优控制问题, 通过一阶Taylor级数展开, 得到线性化的动力学方程,

进而在方程原变量的基础上,引入对偶向量( Lagrange 乘子向量) , 将动力学方程从 Lagrange体系引

入到了Hamilton体系, 在全状态下,从一个新的角度对等式约束非线性控制问题进行了描述,进一

步基于时程精细积分理论,对其方程进行了有效的精细求解,并通过算例说明了文中方法的有效

性# 
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引   言

时程精细积分方法的出现为动力系统的计算提供了新的途径[ 1] ,它是在计算结构力学与

最优控制理论模拟关系的基础上, 借助于结构力学中的子结构消元算法而发展起来的# 由于

其放弃了流行的差分类算法, 又在有限时段内进行了 2N 个( N 为正整数) 精细划分,因此它不

仅具有非常高的计算精度, 而且是无条件稳定的, 目前它在结构力学、线性二次控制、H ] 控

制、柔性多体动力学等方面得到了广泛的应用,并取得了良好的效果
[ 2~ 5]# 

但上述工作一直局限于简单的线性系统,如何将已建立的理论和方法在非线性问题中得

到证实和应用是我们进一步的研究目标,本文旨在针对受约束非线性最优控制的动力学方程,

将已有的线性系统的精细积分方法发展到非线性控制问题中,为非线性动力问题的研究提供

一条新的途径# 

1  基 本方 程

非线性控制系统的动力学方程为

  Ûx* = f ( x* , u* , t ) , (1)

约束方程为
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  C( x* , u* , t ) = 0, (2)

价值泛函为

  J = Q
t
f

0
[ X ( x* ) + U( u* ) ] dt + P ( x f

* )# (3)

以上三式中, 下标* 表示该量为问题的真实解, 下标 f 表示该量为终态值,设问题的近似解为

xa 和ua, 它们的扰动量为 q和 u,这时

  x* = xa + q,  u* = ua + u# (4)

式( 4)代入式( 1)和( 2) ,并进行一阶Taylor展开,得到线性化的动力学方程和约束方程

  Ûq = Faq + #au+ ra, (5)

  Cxq + Cuu + C0 = 0, (6)

其中, Fa = (5f / 5x ) a , #a = (5f / 5 u) a, ra = f ( xa, ua ) - Ûxa , Cx = (5C /5 x) a,

Cu = (5C /5 u) a , C0 = C( xa, ua)# 

式( 4)代入式( 3) ,得

J U Ja + Q
t
f

0
X

T
aq + U

T
, a u+

1
2 q

T
X , aaq +

1
2 u

T
U, aau dt + P

T
, aq f +

1
2 q

T
f P , aaq f, (7)

其中, X , a = (dX / dx) a, X , aa = (d2X / dx2
) a, U, a = (d U/ du ) a , U, aa = (d2 U/ d u2

) a# 

式( 7)对动力学方程( 5)和约束方程( 6)分别引入 Lagrange乘子向量 p 和 C, 这时扩展的价

值泛函为

  J e = Q
t
f

0
- p

TÛq + p
T
( Faq + #au + ra) + C

T
( Cxq + Cuu + C0) + X

T
, aq + U

T
, au+

      1
2 q

T
X , aaq +

1
2 u

T
U, aau dt + P

T
, aq f +

1
2 q

T
f P , aaq f# (8)

根据极大值原理,得

  u = - R
- 1
a ( #Tap + C

T
uC+ U) a, (9)

  Ûp = - Qaq - F
T
ap - C

T
xC+ rp , (10)

  Ûq = Faq - Gap - #aR
- 1
a C

T
uC+ rq , (11)

其中, Qa = X , aa, Ra = U, aa, Ga = #aR
- 1
a #

T
a, rq = ra - #aR

- 1
a U, a , rp = - X , a# 这时扩展的

价值泛函为

Je = Q
t
f

0
- p

TÛq + p
T
Faq +

1
2 q

T
Qaq -

1
2 p

T
Gap + p

T
rq - q

T
rp -

1
2 C

T
CCC-

    CT CKp + CT Cxq + CT rb ] dt + P
T
, aq f +

1
2
q
T
f P , aaq f + 常数项# (12)

式( 10)和( 11)可进一步表示为

  Ûv = Hv + F , (13)

其中, v = q, p
T
, H =

Fa - Ga

- Qa - F
T
a

, F =
- #aR

- 1
a C

T
uC+ r q

- C
T
xC+ rp

# 

式( 13)中 H 和F 的各部分, 可根据文献[ 6] 中给出的时段凝聚公式确定,具体公式为

Qc = Q1+ F
T
1( I + G1Q2)

- T
Q2F1+ F

T
1( I + G1Q2)

- T
C

T
x2K

- 1
Cx2( I + G1Q2)

- 1
F1,

Gc = G2+ F2( I + G1Q2)
- 1
G1F

T
2 - [ CK2+ Cx2( I + G1Q2)

- 1
G1F

T
2]

T
K

- 1
[ CK2+

Cx2( I + G1Q2)
- 1
G1F

T
2 ] ,

Fc = F2( I + G1Q2)
- 1
F1- F2G1( I + G1Q2)

- T
C
T
x2K

- 1
Cx2( I + G1Q2)

- 1
F1-

17邓   子   辰    钟   万   勰



    C
T
K2K

- 1
Cx2( I + G1Q2)

- 1
F1,

CCc = CC1- CK1[ ( I + G1Q2)
- T
Q2- ( I + G1Q2)

- T
C

T
x2K

- 1
Cx2( I + G1Q2)

- 1
] C

T
K1,

Cxc = Cx1- CK1[ Q2( I + G1Q2)
- 1

- ( I + G1Q2)
- T
C

T
x2K

- 1
Cx2( I + G1Q2)

- 1
] F1,

CKc = CK1[ ( I + G1Q2)
- T
F

T
2 - ( I + G1Q2)

- T
C

T
x2K

- 1
Cx2G1( I + G1Q2)

- T
F

T
2 -

    ( I + G1Q2)
- T
C

T
x2K

- 1
CK2] ,

r qc = rq2+ F2( I + G1Q2)
- 1

( rq1- G1 rp2) - [ C
T
K2+ F2( I + G1Q2)

- 1
G1C

T
x2] K

- 1 @

    [ Cx2( I + G1Q2)
- 1
rq1- Cx2( I + G1Q2)

- 1
G1 rp2+ r b2] ,

rp c = rp1+ F
T
1( I + G1Q2)

- T
( Q2r q1- rp2) + F

T
1( I + G1Q2)

- T
C

T
x2K

- 1
[ Cx2 @

    ( I + G1Q2)
- 1
r q1- Cx2( I + G1Q2)

- 1
G1 rp2 + rb2] ,

r bc = rb1- CK1( I + G1Q2)
- T

( Q2 rq1+ rp2) - CK1( I + G1Q2)
- T
C

T
x2K

- 1
[ Cx2 @

    ( I + G1Q2)
- 1
r q1- Cx2( I + G1Q2)

- 1
G1 rp2 + rb2]# 

下面我们将讨论方程( 13)进行精细求解# 

2  非线性方程的时程精细积分方法

精细积分方法是针对 H 阵为定常矩阵而建立的,但现实要求我们将其扩展到非线性控制

系统# 对于方程(13) , 设其系数矩阵 H可表示为

  H( v) = H0+ H1( v ) , (14)

式中 H0是定常矩阵, 这时方程(13) 可表示为

  Ûv = H0 v+ ( H1v + F) ,且 v(0) = v0, (15)

上式中非线性项 H1 v 已合并到非齐次项中了, 令 5 ( t ) = exp( H0t ) , 它是齐次方程 Û5 =

H0 5 , 5 (0) = I 的解, 并存在

  5 ( t 1+ t 2) = 5 ( t 1) 5 ( t2)# 

这时非齐次方程( 15)的解可表达为

  v ( t ) = 5 ( t ) v0+ Q
t
f

0
5 ( t - t 1) ( H1v + F)d t1# (16)

为适应精细积分的要求, 需对上述积分方程进行修改# 将时间划分为步长为 S的一系列时刻

  t 0 = 0,  t1 = S, ,,  t = kS, ,

设已经求出在 t k时刻有v = vk ,利用 5 ( t 1+ t 2) = 5 ( t 1) 5 ( t 2) ,可将 t > tk时的(16) 式写为

  v ( t ) = 5 ( t - t k) 5 ( tk ) # v0 + Q
t
f

0
5 ( t - tk) 5 ( tk - t 1) ( H1 v+ F)dt 1+

Q
t

t k
5 ( t - t 1) (H1 v + F)dt 1 =

5 ( t - t k) vk + Q
t

t
k

5 ( t - t 1) ( H1v + F) dt1# (17)

设在时段 ( tk , tk+ 1) 内有

  H1v + F U r0+ r1( t - tk) ,

这样利用文献[ 1]中公式

  vk+ 1 = T[ vk + H
- 1

( r0 + H
- 1
r1) ] - H

- 1
( r0+ H

- 1
r1+ r1S) ,

可写出 vk+ 1的算式
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  vk+ 1 = T[ vk + H
- 1
0 ( r0 + H

- 1
0 r1) ] - H

- 1
0 ( r0+ H

- 1
0 r1+ r1S) , (18)

式中 T = 5 ( S)# 

对于方程( 18) ,可采用迭代法求解# 

3  非线性方程的迭代格式

令

  r0 = H1( vk) vk + F( tk ) ,

  r1 = S
- 1

[ H1( vk+ 1) vk+ 1+ F( tk+ 1) - r0]# 

这时方程( 15)可写成

  Ûv = H0 v+ r0 + r1( t - tk) ,  vk = v( tk)   ( tk [ t [ t k+ 1)# (19)

同样可以写出方程( 18)的精细积分形式# 将 r1代入方程(18) ,可得

  [ I - QaH1( vk+ 1) ] vk+ 1 = rk , (20)

其中

  Qa = ( TaH
- 1
0 / S- I ) H

- 1
0 ,

  rk = Qa ( Fk+ 1- r0) + Tvk + TaH
- 1
0 r0,

  Ta = T- I# 
写成迭代格式

  [ I - QaH1( vk) ] v
( i+ 1)
k+ 1 = r

c
k( v

( i)
k+ 1)  ( i = 0, 1, 2, ,) ,

  r
c
k( vk+ 1) = r k + Qa [ H1( vk+ 1) - H1( vk) ] vk+ 1# (21)

初始时,令 v
(0)
k+ 1 = rk# 

以上就是求解非线性动力学方程的精细积分法的迭代格式# 用精细积分法求解非线性方

程的线性化处理有两种方法:

11显式方法
直接用点斜式方程, 先求出已知时刻 H1 v+ F的导数,即在该时刻的 r1,再由式(18) 求下

一时刻的 vk+ 1# 
21隐式方法
已知 tk 时刻的位移vk ,假定 t k+ 1时刻的位移为 vk+ 1,则 r1 = ( vk+ 1- vk) / S# 由式(18) 求

得的 vk+ 1与假定值比较,修正后再循环迭代,直到满足精度要求为止# 

4  数值例题

考虑一控制系统,其 m = 4, n = 4# 

  f ( x , u, t ) =

f 1( x, u, t )

f 2( x, u, t )

f 3( x, u, t )

f 4( x, u, t )

=

x 1+ x 2+ x 3+ u
2
1 + u1

x 2+ x 3+ x
2
1+ u2

x 1+ x 2+ x 3+ u
2
3

x 1+ x 2+ x 3+ x 4+ u
2
4

,

  C( x, u , t ) =

C1( x , u, t )

C2( x , u, t )

C3( x , u, t )

C4( x , u, t )

=

x 1+ x
2
2+ u1

x 2+ x 3+ u2

x 3+ x 4+ u3

x 1+ x 2+ x 3+ x 4+ u
2
4

,
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  P( x) = x
2
1 + x

2
2 + x

2
3 + x

2
4,   X ( x) = x

2
1+ x

2
2+ x

2
3+ x

2
4,

  U( u) = u
2
1+ u

2
2+ u

2
3+ u

2
4

由上述条件可得

  Qk =

2 0 0 0

0 2 0 0

0 0 2 0

0 0 0 2

,  Rk =

2 0 0 0

0 2 0 0

0 0 2 0

0 0 0 2

,

  Fk =

1 1 1 0

2x 1 1 1 0

1 1 1 0

1 1 1 1

,  #k =

2u1+ 1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 2u3 0

0 0 0 2u4

,

  Gk =

2u
2
1+ 2u1 + 015 0 0 0

0 015 0 0

0 0 2u
2
3 0

0 0 0 2u
2
4

,

  Cxk =

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

,  Cuk =

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 2u4

,

  C0k =

x 1 + x
2
2 + u1

x 2 + x 3 + u2

x 3 + x 4 + u3

x 1 + x 2 + x 3 + x 4 + u
2
4

,  CCk =

015 0 0 0

0 015 0 0

0 0 015 0

0 0 0 2u
2
4

,

  CKk =

u1+ 015 0 0 0

0 015 0 0

0 0 u3 0

0 0 0 2u
2
4

,  U, a =

2u1

2u2

2u3

2u4

,  P , a =

2x 1

2x 2

2x 3

2x 4

,

  P , aa =

2 0 0 0

0 2 0 0

0 0 2 0

0 0 0 2

,  r qk = -

2u
2
1+ u1

u2

2u
2
3

2u
2
4

,  rpk = -

2x 1

2x 2

2x 3

2x 4

,

  rbk =

x 1+ x
2
2

x 2+ x 3

x 3+ x 4

x 1 + x 2 + x 3 + x 4 - u
2
4

,

初始条件为(上标为迭代步,下标为时间步)
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  x
0
0 =

019
019
019
019

,  x
0
1 =

018
018
018
018

,  x
0
2 =

017
017
017
017

,

  x
0
3 =

016
016
016
016

,  x
0
4 =

015
015
015
015

,  x
0
5 =

014
014
014
014

,

  x
0
6 =

013
013
013
013

,  x
0
7 =

012
012
012
012

,  x
0
8 =

011
011
011
011

,

  x
0
9 =

010
010
010
010

,  u
0
k =

010
010
010
010

 ( k = 0, 1, 2, ,, 9)# 

经过 8次迭代,可得很精确的控制向量和状态向量

u
8
0 =

- 11632 6

11363 9

- 11176 2

11521 9

,  u
8
1 =

- 11428 6

11301 8

- 11031 9

11322 8

,  u
8
2 =

- 11300 5

11181 2

- 01839 3

11192 0

,  u
8
3 =

- 11100 9

01899 6

- 01502 3

01831 2

,

u
8
4 =

- 01009 2

01569 2

- 01269 6

01491 0

,  u
8
5 =

11008 2

01291 3

- 01009 1

01099 0

,  u
8
6 =

11181 5

- 01012 6

01281 3

- 01275 8

,  u
8
7 =

11281 6

- 01372 4

01428 3

- 01416 7

,

u
8
8 =

11300 2

- 01529 2

01591 8

- 01597 2

,  u
8
9 =

11336 2

- 01798 6

01876 2

- 01892 7

,

x
8
0 =

11500 2

- 11387 2

11283 7

- 11608 2

,  x
8
1 =

01992 9

- 01973 2

11008 2

- 11492 3

,  x
8
2 =

01680 3

- 01697 8

01793 2

- 11209 2

,  x
8
3 =

01409 2

- 01461 8

01481 3

- 11000 6

,

x
8
4 =

01674 2

- 01280 7

01300 2

- 01870 1

,  x
8
5 =

11008 2

- 01000 8

01398 7

- 01372 4

,  x
8
6 =

11167 0

01376 2

01796 3

01001 6

,  x
8
7 =

11279 7

01739 6

01917 0

01325 0

,

x
8
8 =

11392 0

01971 6

11002 1

01400 6

,  x
8
9 =

11493 6

11281 6

11198 7

01598 6

# 

在上述例题计算过程可发现本文方法不仅具有非常高的计算精度,而且时间步长对计算
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结果的影响较小,算法有良好的稳定性# 精细积分法的最大特点是对微分方程进行求解时,在

时域内放弃了传统的差分算法,这对计算结果的精度及计算的稳定性起着重要的作用# 

5  结 束语

本文利用在线性动力系统已建立的时程精细积分算法,对受等式约束的非线性最优控制

问题进行了精细计算,反映出精细积分方法不仅适用于线性系统的计算,对非线性动力系统计

算同样适合,这为非线性问题的分析和计算提供了新的途径# 
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Time Precise Integration Method for Constrained

Nonlinear Control System

DENG Zi_chen
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,  ZHONG Wan_xie
2
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Un iver sity , Xi. an 710072, P R China ;

21Sta te Key Labor ator y f or Str uctura l Analysis of Indu str ial Equipm ent , Da lian
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Abstract: For the constrained nonlinear optimal control problem, by taking the first term of Taylor

series, the dynamic equation is linearized. Thus by introducing into the dual variable (Lagrange mult-i

plier vector), the dynamic equation can be transformed into Hamilton system from Lagrange system

on the basis of the original variable. Under the whole state , the problem discussed can be described

from a new view, and the equation can be precisely solved by the time precise integration method es-

tablished in linear dynamic system. A numerical example shows the effectiveness of the method.

Key words: nonlinear control system; constraint equation; time precise integration
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