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摘要:  利用齐次平衡原则导出 Klein_Gordon_SchrÊdinger方程组的精确孤立波解# 该解在形式上比

文献中纯理论的存在性证明的结果更一般,文献中的解的形式是该结果的特殊情形# 
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引   言

本文考虑耦合Klein_Gordon_SchrÊdinger( KGS)方程组:

  
iWt +

1
2
$W= - UW,

Utt - $U+ m
2 U= | W|

2# 

(1)

(2)

( 1) ~ ( 2)是核子场与介子场相互作用的经典模型[ 1] , 其中 W是标量复核子场, U是实介子场, $

是Laplace算子# 文献[ 2] 定性地证明了方程组(1) ~ (2) 的如下形式的定态解

  ( W( t , x ) , U( t , x ) ) = ( eiXt
u( x ) , v ( x ) )   ( x I R

3
, X I R) (3)

的存在性,其中 u, v 满足:

  - $u + 2Xu + 2uv = 0,

  - $v + m
2
v - u

2
= 0# 

本文的目的是用齐次平衡原则[ 3] ~ [ 5] , 求出( 1) ~ ( 2)的精确孤立波解, 构造性地表明方程

组( 1) ~ ( 2)确实存在比( 3)中表示的形式更为一般的解# ( 3)中解的形式是我们所得结果的特

殊情形# 本文的安排如下: 首先, 在 1节讨论方程组( 1) ~ ( 2)的( 1+ 1)维情形的精确孤立波

解;然后, 在2节,将 1节的结果推广到 (1 + n ) 维情形# 

1  ( 1+ 1)维情形

( 1+ 1)维的KGS方程组为
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iWt +

1
2
Wxx = - WU,

Utt - Uxx + m
2 U= | W|

2# 

(4)

(5)

既然 W是复的,我们可设

  W= e
iG
u ( x , t ) ,  G= Ax + Bt ,  A, B待定 (6)

将( 6)代入( 4) ~ ( 5) ,消去 e
iG
后得:

  ut + Aux = 0, (7)

  uxx + 2uU- ( A2
+ 2B) u = 0, (8)

  Utt - Uxx + m
2U- u

2
= 0# (9)

为解方程组( 7) ~ ( 9) ,根据齐次平衡原则[ 3] ~ [ 5] ,可设( 7) ~ ( 9)的解具形式:

  u = f dw 2
x + f cwxx , (10)

  U= gdw 2
x + gdwxx , (11)

其中函数 f ( w ) , g (w ) 待定,而

  w = 1+ expN,  N= kx + Xt ,  k , X待定 (12)

将( 10)代入( 7)的左端得:

u t + aux = f Êw2
x + f d 2wx

5
5x + wxx + f c 52

5x 2 ( w t + Awx ) , (13)

由此,为使( 10)满足( 7) ,只需 w ( x , t ) 满足:

  w t + Awx = 0# (14)

将( 12)代入( 14) , 可确定出 X = - kA# 

于是, ( 12)变为:

  w = 1+ expN,  N= k ( x - At )# (15)

由( 10)及( 11)并利用( 15)可算出

  u = f dk2exp[ 2N] + f ck2expN, (16)

  uxx = k
4
( f

(4) exp[ 4N] + 6f Ê exp[ 3N] + 7f dexp[ 2N] + f cexpN) , (17)

  uU= f dgdk 4exp[ 4N] + ( f dgc+ f cgd) k4exp[ 3N] + f cgck 4exp[ 2N] , (18)

  U= k
2
( gdexp[ 2N] + gcexpN) , (19)

  u
2
= k

4
( f d2exp[ 4N] + 2f dfcexp[ 3N] + f c2exp[ 2N] ) , (20)

  Utt = k
4A2

( g
(4) exp[ 4N] + 6gÊ exp[ 3N] + 7gdexp[ 2N] + gcexpN) , (21)

  Uxx = k
4
( g

(4) exp[ 4N] + 6gÊ exp[ 3N] + 7gdexp[ 2N] + gcexpN)# (22)

将( 6) ~ ( 8)代入( 8) ,合并 exp[ 4N] , exp[ 3N] , exp[ 2N] 及 expN的同类项, 并令它们的系数为零

(因为它们线性无关) 而得 f , g 满足的ODE组及 k , A, B满足的关系:

  

f
(4)

+ 2f dgd = 0,

6f Ê + 2( f dgc+ f cgd) = 0,

(7f d+ 2f cgc) k 2
- ( A2

+ 2B) f d = 0,

k
2
= A

2
+ 2B# 

(23)

(24)

(25)

(26)

同样,将( 19) ~ ( 22)代入( 9) , 合并 exp[ 4N] , exp[ 3N] , exp[ 2N] 及 expN的同类项,并令它们的系

数为零,又可得 f , g 满足的 ODE组及 k, A满足的关系:
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(1 - A
2
) g

(4)
+ f d2

= 0,

6(1 - A2
) gÊ + 2f cf d = 0,

7(1 - A2
) k

2
gd+ k

2
f c2

- m
2
gd = 0,

gc(1- A2
) k

2
- m

2
gc = 0或 k

2
=

m
2

1 - A2  (0 [ A2
< 1)# 

(27)

(28)

(29)

(30)

将( 23)及( 27)联立,可解得:

  f ( w ) = ? 3 2(1 - A
2
) lnw , (31)

  g(w ) = 3lnw , (32)

其中 0 [ A
2
< 1, w 由(15) 表示# 

经验证, ( 31)及( 32)确实满足( 24)及( 28) ;将( 31) ~ ( 32)代入( 25)及( 29) , 分别得结果( 25)

及( 30) ,由此知 A, B满足条件:

  k
2
=

m
2

1- A
2 = A

2
+ 2B或

  B=
1
2

m
2

1- A2 - A2  (0 [ A
2
< 1)# (33)

将( 31)及( 32)分别代入( 10)及( 11) ,得方程组( 7) ~ ( 9)的精确行波解如下:

  
u = ? 3

4
2(1- A2

) k
2sech2 1

2
k ( x - At ) ,

U=
3
4

k
2sech2 1

2
k( x - At ) ,

(34)

(35)

其中   k
2
=

m
2

1- A2 ,

  B=
1
2

m
2

1- A2 - A2  (0 [ A2
< 1) , (36)

将( 34)及( 36)代入( 6) ,可得方程组( 1) ~ ( 2)的精确孤立波解:

W= ? 3 2
4

m
2

1- A2
sech2 1

2
m

1- A2
( x - At )#exp i Ax +

1
2

m
2

1- A2 - A2
t ,

U=
3
4

m
2

1 - A
2sech

2 1
2

m

1 - A2
( x - At )  (0 [ A

2
< 1)# 

(37)

(38)

特别地,当 A= 0时得

  W= ? 3 2
4 m

2
sech

2
mx # exp i

m
2

2 t , (37)c

  U=
3
4 m

2
sech

2 1
2 mx# (38)c

前边提到, 文献[ 2]已定性地证明了有形如( 37)及( 38)的定态解存在, 但那里并没有具体

给出这种解# 

2  (1+ n) 维情形

本段将( 1+ 1)维情形的结果推广到 (1+ n) 维情形# 

(1+ n) 维情形的 KGS方程组为:

  
iWt +

1
2
$W= - UW,

Utt - $U+ m
2 U= | W|

2
,

(39)

(40)
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其中   $ =
5
5x 2

1
+

5
5x 2

2
+ ,+

5
5x 2

n
# 

由于 Laplace算子关于空间变量的对称性,仿照( 1+ 1)维情形,我们可设

  W= eiG
u ( x, t ) , (41)

这里   x = ( x 1, x 2, ,, x n) ,  A= ( A1, A2, ,, An ) ,

  G= A# x + Bt = E
n

i= 1
Aixi + Bt# 

将( 41)代入( 39) ~ ( 40) ,消去 eiG后,得,

  ut + E
n

i= 1

Aiux
i
= 0, (42)

  $u + 2uU- E
n

i= 1

A2
i + 2B u = 0, (43)

  Utt - $U+ m
2 U- u

2
= 0# (44)

为解( 42) ~ ( 44) , 仿照( 1+ 1)维情形,可设

  u( x, t ) = f d E
n

= 1
w

2
x
i
+ f c$w (45)

  U( x, t ) = gd E
n

i= 1
w

2
x
i
+ gc$w (46)

其中   w = 1+ expN, N= E
n

i= 1

kixi + Xt , (47)

  ki不全为零, f ( w ) , g( w ) , ki及 X待定# 

利用( 47) , ( 45)及( 46)可算出

  u = f d E
n

i= 1
k

2
i e2N

+ f c E
n

i = 1
k

2
i eN, (48)

  ut = X E
n

i= 1
k

2
i f Ê e

3N
+ 3X E

n

i= 1
k

2
i f de

2N
+ X E

n

i= 1
k

2
i f ce

N
, (49)

  ux
j
= kj E

n

i= 1

k
2
i ( f Ê e3N

+ 3f de2N
+ f ceN)   ( j = 1, 2, ,, n)# (50)

将( 49) ~ ( 50)代入( 42)得,

  ut + E
n

i= 1

Aiux
i
= E

n

i= 1

k
2
i ( f Ê e3N

+ 3f de2N
+ f ceN) # X+ E

n

i= 1

kiAi = 0# 

从而   X = - E
n

i= 1
kiAi# (51)

利用( 51) , ( 47)可写为:

  w = 1+ expN= 1+ exp E
n

i= 1
ki ( xi - Ait )# (52)

由( 45) ,及( 46)并利用( 52)可算得

  ux
j
x
j
= k

2
j E

n

i= 1

k
2
i (f

(4) e4N
+ 6f Ê e3N

+ 7f de2N
+ f ceN) , (53)

  $u = E
n

i= 1

k
2
i (f

(4) e4N
+ 6f Ê e3N

+ 7f de2N
+ f ceN) , (54)
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  U= E
n

i= 1

k
2
i ( gde2N

+ gceN) , (55)

  uU= E
n

i= 1
k

2
i

2
[ f dgd+ e4N

+ ( f dgc+ f cgd) e3N
+ f cgce2N

] , (56)

  Utt = E
n

i= 1

k
2
i E

n

i= 1

kiAi
2
( g

( 4) e4N
+ 6gÊ e3N

+ 7gde2N
+ gceN) , (57)

  $U= E
n

i= 1
k

2
i

2
( g

(4)
e

4N
+ 6gÊe

3N
+ 7gde

2N
+ gce

N
) , (58)

  u
2
= E

n

i= 1

k
2
i

2
(f d2e4N

+ 2f df ce3N
+ f c2e2N

)# (59)

类似于( 1+ 1)维情形,将( 54) ~ ( 59)分别代入( 43)及( 44) , 合并 exp[ 4N] , exp[ 3N] , exp[ 2N] 及

expN的同类项, 并令它们的系数为零,又可得 f , g 满足的 ODE组及 k, A, B所满足的关系:

  

f
(4)

+ 2f dgd = 0,

6f Ê + 2( f dgc+ f cgd) = 0,

7 E
n

i = 1
k

2
i - E

n

i = 1
A2

i + 2B f d+ 2 E
n

i= 1
k

2
if cgc= 0,

E
n

i = 1
k

2
i - E

n

i= 1
A

2
i + 2B = 0# 

(60)

(61)

(62)

(63)

  

E
n

i= 1

kiAi
2
- E

n

i= 1

k
2
i g

(4)
- E

n

i= 1

k
2
if d2

= 0,

6 E
n

i= 1
kiAi

2
- E

n

i= 1
k

2
i gÊ - 2 E

n

i= 1
k

2
i f df c= 0,

7 E
n

i= 1
kiAi

2
- 7 E

n

i= 1
k

2
i + m

2
gd- E

n

i= 1
k

2
if c2

= 0,

E
n

i= 1
kiAi

2
- E

n

i= 1
k

2
i + m

2
= 0# 

(64)

(65)

(66)

(67)

现在解( 60) ~ ( 67)# 

首先,联立( 60)及( 64)可解得:

  f = ? 3 2 # 1 -
E
n

i= 1
kiAi

2

E
n

i= 1
k

2
i

lnw ,

g = 3lnw ,

(68)

(69)

其中 w 由(52) 表示# 

其次,经验证, ( 68) ~ ( 69)确实满足( 61)及( 65)# 再将( 68) ~ ( 69)代入( 62)及( 66) ,得到与( 63)

及( 67)一致的结果;由此得到 ki , Ai , B所满足的关系为:

  E
n

i= 1
k

2
i = E

n

i= 1
A

2
i + 2B= m

2
+ E

n

i= 1
kiAi

2
,

或    B=
1
2 E

n

i= 1

( k
2
i - A2

i )# (70)

将( 68) , ( 69)及( 70)代入( 45)及( 46) ,就可得到方程组( 42)及( 44)的精确行波解:
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u = ? 3 2

4
m # E

n

i = 1
k

2
isech2 1

2 E
n

i= 1
ki ( x i - Ait ) ,

U=
3
4 E

n

i= 1
k

2
isech2 1

2 E
n

i= 1
ki ( x i - Ait ) ,

(71)

(72)

其中 ki , Ai 满足:

  E
n

i= 1
k

2
i = m

2
+ E

n

i= 1
kiAi

2
# 

将( 71)及( 72)代入( 41) ,得到 (1+ n) 维KGS方程组(39) ~ (40) 的精确孤立波解:

W( x1, x 2, ,, xn, t ) = ? 3 2
4

m E
n

i= 1

k
2
i # sech2 1

2 E
n

i = 1

ki ( x i - Ait ) @

         exp i E
n

i= 1

Aixi +
1
2 E

n

i= 1

( k
2
i - A2

i ) t ,

U( x 1, x 2, ,, xn , t ) =
3
4 E

n

i = 1
k

2
i # sech2 1

2 E
n

i= 1
ki ( xi - Ait )# 

(73)

(74)

其中 ki , Ai , B满足(70)# 

特别的,当 n = 1记 A1 = A时,有解:

W( x , t ) = ? 3 2
4

m
2 1

1- A2
# sech2 1

2
m

1- A2
( x - At ) @

     exp i Ax +
1
2

m
2

1- A2 - A2
t ,

U=
3
4

m
2

1 - A2sech2 1
2

m

1 - A2
( x - At )# 

(73)

(74)

这正是前面我们求出的( 1+ 1)维情形下的精确孤立波解# 
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The Exact Solitary Wave Solution for the Klein_

Gordon_SchrÊ dinger Equations

XIA Jing_na1,  HAN Shu_xia2,  WANGMing_liang1

( 11Depar tm ent of Ma them atics , Lan zhou Univ er sity , Lan zhou 730000, P R China ;

21Depar tm ent of Mathem atics , Hua zhon g Un iver sity of Science and Technolo gy ,

Wuhan 430047, P R Chin a )

Abstract: The solitary wave solutions for the Klein_Gordon_SchrÊ dinger Equations were obtained by

using the homogeneous balance principle. The form of the solutions is more generalized than the re-

sult that has been proved by pure theoretical and qualitative method in literature; namely, the form of

solutions in literature is a particular case of result of the present paper.

Key words: Klein_Gordon_SchrÊ dinger equations; homogeneous balance principle; exact solitary

wave solution
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