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摘要:  研究了具有时滞的 Hopfield 型神经网络模型平衡点的全局渐近稳定性# 去掉了有关文献

中关于 f j 在 R上有界性、可微性的条件,给出了更弱的实用性较强的判定平衡点的存在唯一性及

全局渐近稳定性的条件,增强了模型的适用性# 
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引   言

近年来,国内外对Hopfield型神经网络模型

C iÛx i ( t ) = -
xi
R i

+ E
n

j= 1
T ij f j ( xj ( t - Sij ) ) + Ii   ( i = 1, 2, ,, n) , (1)

进行了深入的研究, 其中 R i为电阻, Ci 为电容, R i , C i并联, Ii 为电流, T ij 是神经元 i , j 的突触

强度, xi 是第 i个神经元的输入, f j ( xj ) 为输出, Sij 为时滞# 为了研究方便,令

bi =
1

C iR i
,  w ij =

T ij

Ci
,  p i =

Ii
C i

# 

则( 1)化为

Ûx i ( t ) = - bix i ( t ) + E
n

j= 1
w ij f j ( xj ( t - Sij ) ) + p i ( t \ 0, i = 1, 2, ,, n)# (2)

为了研究( 2)的全局渐近稳定性,文献[ 1~ 9]要求 f j 在R上可微、有界, 文献[ 10] 要求f j 在 R上

可微并且 f
c
j 有界# 本文去掉了 f j 在 R上可微性条件以及有界性的限制, 给出了较弱的判定

(2) 的平衡点存在唯一性以及全局渐近稳定性的条件# 

1  主要结果及有关讨论

有关记号

R(R+ ) :全体实数(非负实数) 集合# E为单位矩阵# 

Px = ( x 1, x 2, ,, x n)
T I R

n
,记[ x]

+
= ( | x 1 | , | x 2 | , ,, | xn | )

T# 
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U(R0) S x I R
n
, [ x]

+ [ R0 I R
n
+ # 

5 U(R0) :表示 U(R0) 的边界, d( h, U( R0) , 0) 表示拓扑度# 

M_矩阵A = ( a ij ) n@ n; a ii > 0, a ij [ 0   ( i X j , i , j = 1, 2, ,, n) ,

detAk > 0, Ak = ( aij ) k@ k   ( k = 1, 2, ,, n)# 

w = (w ij ) n@ n, w
+
= ( | w ij | ) n@ n, R= diag( R1, R2, ,, Rn ) , B = diag( b1, b 2, ,, bn)# 方程

(2) 的向量形式为:

  Ûx( t ) = - Bx + wf ( x) + p# (3)

定理 111  如果系统( 3)满足下列条件

T1  | f j ( u1) - f j ( u2) | [ Rj | u1- u2 | ( Pu1, u2 I R, j = 1, 2, ,, n)# 

T2  C = B - w
+
R是M_矩阵# 

则系统( 3)存在唯一的平衡点 x
*
, x

* 是全局渐近稳定且与滞量无关# 

证明  Ñ  平衡点的存在性

由T1知, f j ( u) 在 R上连续,并且

| f j ( u) | [ Rj | u | + | f j (0) |   ( j = 1, 2, ,, n )# (4)

显然,求( 3)的平衡点等价于求方程

h( x, p) C Bx - wf ( x) - p = 0 (5)

的根# 下面应用拓扑度理论, 证明系统( 3)平衡点的存在性# 

考虑同伦映射

H( x, K) = Kh( x, p ) + (1 - K) x   ( K I J = [ 0, 1] )# (6)

往证存在 R0 I R
n
+ , 使得 PKI J , H( x , K) 在 U(R0) 的边界5 U( R0) 上不为零# 事实上,

令H i ( x, K) 是 H( x , K) 的第 i个分量# 即

H i ( x , K) = K[ bix i - ( E
n

j= 1
w ij f j ( xj ) + p i ) ] + (1- K) xi# 

由( 4)式:

| H i ( x , K) | = | K[ bixi - ( E
n

j = 1
w ij f j ( xj ) + pi ) ] + (1- K) x i | \

    [ 1+ K( bi - 1) ] | x i | - K( E
n

j= 1

| w ij | | f j ( xj ) | + | p i | ) \

    [ 1+ K( bi - 1) ] | x i | - KE
n

j= 1
| w ij | Rj | xj | -

    K( | p i | + E
n

j= 1
| w ij | | f j (0) | ) ,

即  H
+ \ [ E + K( B - E) ] [ x]

+
- Kw+ R[ x]+ - K( p+ + w

+
f
+
(0) ) =

    (1- K) [ x]++ K[ ( B - w
+ R) [ x]+- ( p

+
+ w

+
f
+
(0) ) ] # 

因为 C= B- w
+
R是M_矩阵,所以

[ 11]
, ( B- w

+
R)

- 1 \0且存在 Q= (Q1, Q2, ,, Qn)
T
,

Qi > 0( i = 1, 2, ,, n) ,使得( B - w
+
R) Q > 0# 

取

U(R0) = x : [ x]
+ [ R0 C Q+ ( B - w

+ R) - 1
( p

+
+ w

+
f
+
(0) ) ,

则 U(R0) 非空, 且当 x I 5 U( R0) 时
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H
+ \ (1- K) [ x] ++ K( B - w

+ R) [ [ x] +-

    ( B - w
+
R)

- 1
( p

+
+ w

+
f
+

(0) ] =

    (1- K) [ x]++ K( B - w
+ R) Q > 0   ( K I [ 0, 1] )# 

即在 5U( R0) 上对一切的 K I J = [ 0, 1] ,均有

  H( x, K) X 0# 

根据同伦不变性[ 12~ 13] ,我们得到

  d( h, U(R0) , 0) = d( H( x, K) , U(R0) , 0) =

      d( H( x , 0) , U( R0) , 0) = 1# 

由拓扑度理论知
[ 12]

, h( x, p) = 0在 U(R0) 内至少有一个根,即系统(3) 至少有一个平衡点# 

Ò平衡点的唯一性及全局渐近稳定性

设 x
*
是(3) 的平衡点, x( t ) 是系统(3) 的异于 x

*
的任意解,则

d( xi ( t ) - x
*
i )

dt
= - bi ( xi ( t ) - x

*
i ) +

    E
n

j = 1

w ij [ f j ( xj ( t - Sij ) ) - f j ( x
*
j ) ]# (7)

因为 C = B - w
+ R是M_矩阵, 所以存在一组常数 r i > 0  ( i = 1, 2, ,, n) ,使得

ribi - E
n

j= 1
Rir j | wji | > 0   ( i = 1, 2, ,, n)# 

定义函数

V( t ) = E
n

i= 1
ri [ | xi ( t ) - x

*
i | + E

n

j= 1
| w ij | Q

t

t- S
ij

| f j ( xj ( s) ) - f j ( x
*
j ) | ds] , (8)

则  D
+

V( t ) | (3) [ E
n

i= 1

ri [- bi | x i ( t ) - x
*
i | +

    E
n

j = 1
| w ij | | f j ( xj ( t - Sij ) - f j ( x

*
j ) | +

    E
n

j = 1
| w ij | | f j ( xj ( t ) ) - f j ( x

*
j ) | - E

n

j= 1
| w ij | | f j ( t - Sij ) - f j ( x

*
j ) | ] =

    E
n

i= 1
ri [- bi | xi ( t ) - x

*
i | + E

n

j= 1
| w ij | | f j ( xj ( t ) ) - f j ( x

*
j ) | ] [

    E
n

i= 1
(- r ibi | x i ( t ) - x

*
i | + E

n

j= 1
r i Rj | w ij | | xj ( t ) - x

*
j | ) =

    E
n

i= 1
(- r ibi | x i ( t ) - x

*
i | + E

n

j= 1
r j Ri | w ji | | xi ( t ) - x

*
i | =

    - E
n

i= 1
( ribi - E

n

j= 1
Rir j | wji | ) | x i ( t ) - x

*
i | [

    - m E
n

i= 1
| xi ( t ) - x

*
i | , (9)

其中 m = min
1[ i [ n

( ribi - E
n

j= 1
Rirj | w ji | ) > 0# 对(9) 积分得

V( t ) + mQ
t

0 E
n

i= 1

| xi ( s ) - x
*
i | ds [ V(0)   ( t \ 0)# 
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因此,Q
t

0 E
n

i= 1

| xi ( s ) - x
*
i | ds < + ]   ( t \ 0) ,

E
n

i= 1

| xi ( t ) - x
*
i | 在[ 0, + ] ) 上有界,

从而 | x i ( t ) - x
*
t | 在[ 0, + ] ) 上有界,不妨假设

  | x i ( t ) - x
*
i | [ M

*
( t \ 0, i = 1, 2, ,, n)# 

由( 7)式

- ( bi + E
n

j= 1

Rj | w ij | ) M
* [

d( x i ( t ) - x
*
i )

dt
[

    ( bi + E
n

j = 1

Rj | w ij | )M
*
,

即
d( xi ( t ) - x

*
i )

dt
( i = 1, 2, ,, n) ) 在[ 0, + ] ) 上有界# 

因为, ( xi ( t ) - x
*
i ) 与 d( x i ( t ) - x

*
i ) / dt 在[ 0, + ] ) 上有界,所以, | xi ( t ) - x

*
i | 在

[ 0, + ] ) 上一致连续,从而 E
n

i= 1

| x i ( t ) - x
*
i | 在[ 0, + ] ) 上也一致连续 # 利用 Barbalat引

理[ 14] ,知

lim
t y ] E

n

i= 1
| xi ( t ) - x

*
i | = 0,

故  lim
t y ]

| x i ( t ) - x
*
i | = 0,

即  lim
t y ]

xi ( t ) = x
*
i   ( i = 1, 2, ,, n)# 

因为系统( 3)的异于平衡点 x
*
的任何解 x( t ) ,当 t y+ ] 时均趋于 x

*
,并且有(9) 知平衡点

x
* 是稳定的, 所以(3) 的平衡点是唯一的, 并且是全局渐近稳定的# (证毕)# 

推论 1  如果系统( 3)满足条件T1且

T3  E
n

j= 1
| w ij | Rj < bi 或E

n

i= 1
| w ij | Rj < bj# 

则系统( 3)存在唯一的平衡点 x
*
, x

* 是全局渐近稳定且与滞量无关# 

因为无论 C = B - w
+ R行严格对角占优,还是列严格对角占优, 都保证 C是M_矩阵,因

此,推论成立# 

推论 2  如果系统( 3)满足条件T1且

T4  1
2bi E

n

j= 1
( | w ij | Rj + | w ji | Ri ) < 1  ( bi > 0, i = 1, 2, ,, n )# 

则系统( 3)存在唯一的平衡点 x
*
, x

* 是全局渐近稳定的且与滞量无关# 

由文献[ 10]的推论 2知,若 T4成立,则 C是M_矩阵# 因此, 本文推论 2成立# 

注  文献[ 4~ 7]的有关结果是推论 1, 2的特例# 

2  实   例

考虑系统
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Ûx 1

Ûx 2
=

- 2 0

0 - 2

x 1

x 2
+

1
2

1
8

-
1
2

3
4

| x 1( t - S1) + 1 | + | x 1( t - S1) - 1 |

| x 2( t - S2) + 1 | + | x 2( t - S2) - 1 |
+

    
2 - 4

- 2 2

1/ 2

1/ 2
+

1

1
, (10)

B =
2 0

0 2
,  w =

1
2

1
8

-
1
2

3
4

,  w
+
=

1
2

1
8

1
2

3
4

,

f 1( x 1( t - S1) ) = | x 1( t - S1) + 1 | + | x 1( t - S1) - 1 | ,

f 2( x 2( t - S2) ) = | x 2( t - S2) + 1 | + | x 2( t - S2) - 1 | # 

因为 Pu1, u2 I R,

| f 1( u1) - f 1( u2) | [ 2 | u1- u2 | ,

| f 2( u1) - f 2( u2) | [ 2 | u1- u2 | # 

所以 R1 = R2 = 2,由此得

C = B - w
+ R =

1 -
1
4

- 1 1
2

# 

因为 , detC1 = 1 > 0, detC2 =
1
2

> 0# 所以 C是M_矩阵# 因此,由本文定理知系统(10) 存

在唯一的全局渐近稳定的平衡点 x
* # 事实上,

x
*

=
5
8 ,

3
4

T

# 

注  显然 f 1 , f 2在R上无界, B- w+ R即不是行严格对角占优, 也不是列严格对角占优矩阵, 文献[ 4 ~ 7]

的有关定理不能判别(10) 的平衡点的唯一性及全局渐近稳定性# 
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Stability Analysis of Hopfield Neural Networks

With Time Delay

WANG Lin_shan,  XU Dao_yi

( Mathemati cs College , Sichuan Univer sity , Chen gdu 610064, P R Chin a )

Abstract: The global asymptotic stability for Hopfield neural networks with time delay was investigat-

ed. A theorem and two corollaries were obtained, in which the boundness and differentiability of f j on

R in some articles were deleted. Some sufficient conditions for the existence of global asymptotic sta-

ble equilibrium of the networks in this paper are better than the sufficient conditions in quoted art-i

cles.

Key words: neural networks; equilibrium; stability; topological degree
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