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事件空间中二阶非�¶Ä±¶³型非完整
系统的守恒律
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摘要 :  研究事件空间中二阶非 �¶Ä±¶³ 型非完整系统的守恒律# 提出事件空间中的 Jourdain 原理,

引入事件空间中的 Jourdain 生成元, 给出无限小变换下 Jourdain 原理的不变性条件# 在一定条件下

得到事件空间中系统的守恒律# 并举例说明结果的应用# 
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引   言

力学系统的守恒律不仅具有数学上的重要性,而且表现为深刻的物理规律# 1918年德国

科学家 A. E.Noether 利用Hamilton原理在无限小变换下的不变性,研究了力学系统的守恒律,

提出了著名的Noether定理[ 1]# 利用微分变分原理也可以研究力学系统的守恒律[ 2~ 5]# 关于

力学系统对称性与守恒律的研究在近十多年取得了很大进展[ 3~ 11]# 然而, 以往的研究基本上

是局限于位形空间# 本文在事件空间中利用 Jourdain微分变分原理研究二阶非 �¶Ä±¶³型非完

整系统的守恒律# 

1  事件空间中系统的 Jourdain原理

设力学系统的位形由 n个广义坐标qs( s = 1, 2, ,, n ) 确定,在位形空间中,受理想约束的

力学系统的 Jourdain原理为

  E
n

s= 1

-
d
dt

5L
5Ûqs

+
5L
5qs

+ Qs DÛqs = 0, (1)

其中 L 为系统的 Lagrange函数, Qs 为非势广义力# 

构造 ( n+ 1)维扩充的位形空间, 即事件空间[ 12, 13]
,此空间点的坐标是广义坐标 qs ( s = 1,

2, ,, n) 和时间 t# 引入记号

  X 1 = t ,  Xs+ 1 = qs   ( s = 1, 2, ,, n) , (2)

所有变量 XA( A= 1, 2, ,, n + 1) 可作为某参数 S的已知函数,令

  XA = X A( S)   ( A= 1, 2, ,, n + 1) , (3)
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使得

  
dXA

dS
= X

c
A, (4)

不同时为零,有

  ÛXA =
dXA

dt
=

X
c
A

X
c
1
# (5)

与原理( 1)相应的事件空间中的 Jourdain原理为

  E
n+ 1

A= 1

-
d
dS

5 +
5X c

A
+

5 +
5XA

+ PA DX
c
A = 0, (6)

其中

  + = X
c
1L X A,

X
c
2

X
c
1
, ,,

X
c
n+ 1

X
c
1

, (7)

为事件空间中的 Lagrange函数# 

P1 = - E
n

s= 1

QsX
c
s+ 1,  Ps+ 1 = X

c
1Qs Xs ,

X
c
2

X
c
1
, ,,

X
c
n+ 1

X
c
1

, (8)

为事件空间中的非势广义力[ 12] , DXc
A为事件空间中的 Jourdain等参数( S固定)变分# 

2  事件空间中的 Jourdain非等参数变分

类似于位形空间中广义坐标 qs ( t ) 的等时变分Dqs 和非等时变分$qs 的讨论
[ 13]

,我们可得

到事件空间中坐标 XA( t ) 的等参数变分DXA和非等参数变分 $X A的关系为

  $XA = DXA+ X
c
A$S# (9)

对任何函数 g ,非等参数变分 $和等参数变分 D都有如下关系

  $g = Dg + gc$S# (10)

现在定义 Jourdain非等参数变分 $X c
A, ($X A)c和( $S)c,要求

  $XA = 0,  $S = 0, (11)

于是有

  $X c
A = DX c

A + X
d
A$S= DX c

A, (12)

  ( $XA)c = DX c
A + X

d
A$S+ X

c
A( $S)c = DX c

A + X
c
A( $S)c, (13)

  $X c
A = ( $XA)c- X

c
A($S)c# (14)

取无限小变换

  X
*
A = X A,  S* = S, (15)

  
dX *

A

dS -
dXA

dS = DX
c
A = $X

c
A, (16)

  
dX *

A

dS
* -

dXA

dS = ($XA)c# (17)

考虑无限小量 ( $XA)c和( $S)c作为 Jourdain无限小变换的组成元,引入变换的 Jourdain生成元

  ( $XA)c = EFA( XA, X
c
A) ,  ( $S)c = Ef ( XA, X

c
A) , (18)

由关系式( 12) ~ ( 14) , 将 Jourdain等参数变分表为生成元,有

  DX c
A = E[ FA( XA, X

c
A) - X

c
Af ( X A, X

c
A) ]# (19)
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3  系统的运动微分方程

设系统在事件空间中的运动受到 r 个理想的二阶非 �¶Ä±¶³型非完整约束

  5B( X A, X
c
A, X

d
A) = 0  ( B= 1, 2, ,, r; A= 1, 2, ,, n + 1)# (20)

假设约束( 20)加在变分 DX c
A上的限制条件为

  E
n+ 1

A= 1
7BA( XA, X

c
A, X

d
A)DX

c
A = 0# (21)

一般说来, 7BA与
5 5B
5X d

A
无关, 特别地,当 7BA =

5 5B
5X d

A
时,则为 É¶Ä±¶³型非完整约束# 

由原理( 6)和限制条件( 21) , 利用 Lagrange乘子法, 可得到事件空间中二阶非 É¶Ä±¶³型非

完整系统的运动微分方程

  d
dS

5 +
5X c

A
-

5 +
5X A

= PA+ E
r

B= 1
KB7 BA  ( A= 1, 2, ,, n + 1) , (22)

其中 KB为约束乘子# 

4  系统的守恒律

由( 20)、( 21)、( 22)描述的系统满足原理( 6) ,因为将方程( 22)乘以DX
c
A并对A求和后与式

(21) 联立, 便可得到式(6)# 下面利用原理(6) 研究(20)、(21)、(22) 描述的系统的守恒律# 

将式( 19)代入式( 6) , 得

E E
n+ 1

A= 1
PA( FA- X

c
Af ) + E

n+ 1

A= 1

5 +
5X A

FA+ E
n+ 1

A= 1

5 +
5X c

A
F

c
A- E

n+ 1

A= 1

5 +
5X c

A
X

c
Af c-

    E
n+ 1

A= 1

5 +
5XA

X
c
A + E

n+ 1

A= 1

5 +
5X c

A
X

d
A f -

d
dS E

n+ 1

A= 1

5 +
5X c

A
( FA- X

c
Af ) = 0# (23)

在式( 23)中加上并减去一个函数 EGc( XA, X
c
A) , 且注意到

  E
n+ 1

A= 1

5 +
5XA

X
c
A + E

n+ 1

A= 1

5 +
5X c

A
X

d
A =

d +
dS

, (24)

  E
n+ 1

A= 1

5 +
5X c

A
X

c
A = +, (25)

  E
n+ 1

A= 1
PAX

c
A = 0, (26)

可得

E E
n+ 1

A= 1
PAFA+ E

n+ 1

A= 1

5 +
5XA

FA+ E
n+ 1

A= 1

5 +
5X c

A
F

c
A+ Gc( XA, X

c
A) -

    d
dS E

n+ 1

A= 1

5 +
5X c

A
FA+ G (XA, X

c
A) = 0, (27)

其中 G(X A, X
c
A) 为事件空间中的规范函数# 这就是事件空间中 Jourdain原理不变性条件的变

换# 

将式( 19)代入式( 21)得

  E
n+ 1

A= 1
7BA( FA- X

c
Af ) = 0   ( B= 1, 2, ,, r )# (28)

式( 28)就是二阶非完整约束( 20)对无限小生成元 FA, f 的限制# 由式(27) 可知,如果无限小
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生成元满足关系

  E
n+ 1

A= 1

PAFA+
5 +
5XA

FA+
5 +
5X c

A
F

c
A + Gc( X A, X

c
A) = 0, (29)

则系统存在如下守恒量

  E
n+ 1

A= 1

5 +
5X c

A
FA+ G (XA, X

c
A) = const# (30)

于是得到

命题  对事件空间中的二阶非 �¶Ä±¶³型非完整系统( 20)、( 21)、( 22) , 如果无限小变换的

生成元 FA, f 满足条件(28) , (29) , 则系统存在形如式(30) 的守恒律# 

如果系统受到的约束是 �¶Ä±¶³型的,则 7BA =
5 5B
5X d

A
, 由式(28) 得

  E
n+ 1

A= 1

5 5B
5X d

A
( FA- X

c
Af ) = 0   ( B= 1, 2, ,, r )# (31)

由命题得

推论 1  对于事件空间中的二阶 �¶Ä±¶³型非完整系统, 如果无限小变换的生成元 FA, f 满

足条件(31) , ( 29) ,则系统存在形如式(30) 的守恒律# 

如果系统不受非完整约束,则命题给出

推论 2  对于事件空间中的完整系统,如果无限小变换的生成元 FA, f 满足条件(29) , 则

系统存在形如式(30) 的守恒律# 

5  算   例

事件空间中系统的 Lagrange 函数为

  + =
1

2X
c
1
[ ( X

c
2 )
2
+ (X

c
3)
2
+ (X

c
4 )
2
] - X

c
1X 4# (32)

非完整约束为

  7 = X
d
2 + X

d
3 - X 1X

d
4 = 0# (33)

设约束( 33)是非 �¶Ä±¶³型的, ( 33)加在变分DX c
A上的限制条件为

  DX c
2 + DX c

3 - DX c
4 = 0, (34)

非势力不存在# 试研究事件空间中系统的守恒律# 

式( 28)给出

  F2- X
c
2f + F3- X

c
3f - F4+ X

c
4f = 0# (35)

式( 29)给出

  - X
c
1 F4-

1

2( X c
1 )
2( ( X

c
2 )
2
+ (X

c
3 )
2
+ (X

c
4)
2
) + X 4 F

c
1 +

      1

X
c
1
( X

c
2 F

c
2 + X

c
3F

c
3 + X

c
4F

c
4 ) + Gc= 0# (36)

取无限小变换的生成元为

  f = 0,  F1 = 0,  F2 = - X 1,  F3 = X 1,  F4 = 0, (37)

则式( 35)满足,由式( 36)求得规范函数

  G = X 2- X 3# (38)

由式( 30)得守恒律

85方   建   会



  
X 1

X
c
1
( X

c
3 - X

c
2 ) + X 2- X 3 = const# (39)
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The Conservation Law of Nonholonomic System of

Second_Order Non_Chetave. s Type
in Event Space

FANG Jian_hui

( Departm ent of Applied Phy sics , Un iver sity of Petr oleum , Dongy ing , Shan dong 257061, P R China )

Abstract: The conservation law of nonholonomic system of second_order non_Chataev. s type in event

space is studied. The Jourdain. s principle in event space is presented. The invariant condition of the

Jourdain. s principle under infinitesimal transformation is given by introducing Jourdain. s generators in

event space. Then the conservation law of the system in event space is obtained under certain cond-i

tions. Finally a calculating example is given.

Key words: event space; Jourdain. s principle; nonholonomic system; conservation law
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