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摘要: � 提出极性和非局部极性连续统场论中具有交叉项的新的功能及功率能率原理, 并据此和

广义的Piola 定理一次性地而且无需其它要求地推导出所有相应的运动方程和边界条件以及新的

能量和能率均衡方程�� 同时, 建立起广义连续统力学中的新的能量和能率均衡原理�� 给出的新的

功能及能率原理纠正了现有文献中所有有关不带交叉项的能量和能率原理的不完整性��
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引 � �言

1999 年是 E. 和 F. Cosserat 的专著�Theorie des Corps Deformable�[ 1] 发表 90周年��它是广义

连续统场论的开山之作, 而且至今仍然是一部具有指导意义的重要文献��然而这部专著却因

理论超前而几乎被埋没了半个世纪��直到 1958 年 Ericksen 和 Truesdell
[ 2]

及 Guenther
[ 3]

的论文

发表后, 广义连续统的各种理论才在世界各国发展起来��到目前为止, 已发表了大量的有关广

义连续统场论的论文和许多优秀的专著, 例如, Kr�ner[ 4] , Edelen[ 5] , Stojanovic[ 6] , Eringen[ 7] ,

Kunin[ 8] , Nowacki[ 9] , Cialetta 和 Iesan[ 10] 等的专著��

在现有广义连续统场论的文献中的有关功能原理都是不带交叉项的, 它们都是不完整

的��在微极连续统力学中有利用运动方程从功能原理推导能量均衡方程的( 例如[ 7] ) , 在微

态连续统力学中有使全局能量均衡定律服从在任意常值速度平移和角速度转动下的不变性要

求来推导运动方程和能量方程的( 例如[ 11] ) ; 但这两种方法并不一定是必要的�� 在文献中还

有一些能量均衡方程, 但它们也都是不完整的��鉴于上述情况, 我们应当重视广义连续统场论

中这些重要基础理论问题的再研究工作��

本文的目的有三:
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1) 建立广义连续统场论中具有交叉项的新的功能及功率能率原理;

2) 推广经典连续统力学的 Piola 定理到广义连续统场认中去, 并借助于这类广义 Piola 定

理即可从新的功能及功率能率原理一次性的而且无需其它要求地推导出所有运动方程, 边界

条件以及能量和能率均衡方程;

3) 论证维持现有运动方程组的条件下本文所提出的广义连续统场论中新的的能量和能

率均衡方程的完整性��

为简单起见, 我们假定质量和微惯性守恒定律成立, 并且略去质量和微惯性的非局部剩

余��为方便起见, 在推导过程中使用分量记法, 而对最后结果则以适用于任意坐标系的不变性

形式来表示��为便于比较, 除另作说明外, 本文采用 Eringen 在文献[ 7, 11] 中用过的符号和记

法��

1 �新的广义连续统场论的功率和能率原理

1�1 �微极连续统
令�v和�r 以及�p ( n) 和�c( n) 分别为虚速度和虚角速度以及虚应力和虚偶应力�� 另外, 令

� � �v = 0� � 或 � � v = �v ,

� � �r = 0� � 或 � � r = �r � � (在 aR (率边界) 上) ( 1a)

以及

� � �p ( n)
= 0� � 或 � � n � t = �p ( n)

,

� � �c ( n)
= 0� � 或 � � n � m = �c ( n) � � ( 在 aF(力边界) 上)�� ( 1b)

现在我们公设新的虚速度和虚角速度以及虚应力和虚偶应力原理如下:

� ��v
�( ���) pdv = �v

�( f - �v ) ��vdv + �a
F

�p ( n) ��vda +�v
�[ ( 1 - ��) +

� � � � � � x � ( f - �v ) ]�rdv + �a
F

( �c ( n)
+ x � �p ( n)

) ��rda ( 2a)

以及

� ��v
�( ���) c dv = �v

��( f - �v) � vdv + �a
R

�p ( n) � �vda +�v
��[ ( 1- ��) ] +

� � � � � � x � ( f - �v ) ] � rdv + �a
R

�( c( n)
+ x � p

( n)
) � �r da, ( 2b)

这里 ( ���) p 和( ���) c 表示势能率和余能率, 而f , l , v和�则分别为体力密度, 体力偶密度, 速度

和自旋张量�� 把( 2a) 和( 2b) 组合起来, 则得下列具有交叉项的新的微极连续统的功率能率原

理:

� ��v
( ���) dv = �v

�( f - �v) � vdv + �a
p

( n) � vda +�v
�[ ( 1 - ��) +

� � � � � � x � ( f - �v ) ] � rdv + �a
( c

( n)
+ x � p

( n)
) � rda, ( 3)

这里等号右边的第 4 项和第 6 项是交叉项��

考虑到

� � ��p ( n)
vda + �a

nk( pk � v) da = �a
nk( t klv l ) da =
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� � � � � ��v
( tklv l ) , kdv = �v

( tkl , kvl + t klv l , k) dv , ( 4)

� � �a
( c

( n)
+ x � p

( n)
) � rd a = �v

[ ( mkl - t knxm�nml ) rl ] , kdv =

� � � � � ��v
[ mkl, k - ( tmn + tkn, kxm) �nml ] rl +

� � � � � � ( mkl - tknxm�nml ) rl , k dv�� ( 5)

并把( 4) 和( 5) 代入( 3) , 则得

� ��v
( ���) dv = �v

[ �( f 1 - �v l ) + t kl, k ] v ldv +

� � � � � ��v
[ �( ll - ��l ) + mkl , k + �lmntmn ] + �lmnxm [ �( f n - �vn ) + tkn, k ] rldv +

� � � � � ��v
[ tklv l, k + ( mkl - tknxm�mnl ) rl , k ] dv, ( 6)

这里 ��= ��p + ��c , tkl , mkl 和 �lmn 分别为能率密度, 应力张量, 偶应力张量和置换张量��

类似 Stojanovic 在[ 12] 中对有向连续统所作那样, 把经典连续统力学中的 Piola 原理推广到

微极连续统力学, 则有下列微极连续统力学的广义 Piola 原理:

如果分别有

� � vl = const�� � 和 � rl = 0 ( 7a)

及

� � rl = const�� � 和 � v l = 0, ( 7b)

则新的功率能率原理( 3) 等价于动量及动量矩均衡定律��于是, 借助于广义 Piola 原理即可从

( 6) 很自然而且一次性地推导出下列微极连续统力学的动量, 动量矩和能率均衡等方程:

� � tkl , k + �( f l - �v ) = 0, ( 8a)

� � mkl , k + �lmntmn + �( ll - ��) = 0, ( 9b)

� � ���= t klv l , k + m
*
kl rl , k ; ( 10a)

� � �( ���) p
= tkl�vkl + m

*
kl�rl , k , ( 11a)

� � �( ���) c
= v l, k�tkl + r

*
l , k�m

*
l , k , ( 12a)

� � m
*
kl = mk l - t knxm�nml ; ( 13a)

或

� � � � t + �( f - �v) = 0, ( 8b)

� � � � m + �: t + �( 1- ��) = 0, ( 9b)

� � ���= t : ( � v) + m
*

: ( � r) ; ( 10b)

� � �( ���) p
= t : ( � �v) + m

*
: ( � �r) , ( 11b)

� � �( ���) c
= �t : ( � v ) + �m*

: ( � r ) , ( 12b)

� � m
*

= m - ( tx) : �= m - ( t � x )�� ( 13b)

从( 10) 我们可得下列关系式:

� � �( ���) / �t kl = vl , k , ��( ���) / �m *
kl = r l, k ; ( 14a)

� � �( ���) /�v l , k = t kl , ��( ���) / �rl , k = m
*
kl ; ( 15a)

或

� � �( ���) /�t = � v , ��( ���) /�m*
= � r ; ( 14b)
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� � �( ���) /�( � v) = t , �� ( ���) / �( � r) = m
* �� ( 15b)

把( 11b) , ( 12b) 和下列关系式

� ��v
t : � ( �v ) dv = �a

F

n � t � �vd a -�v
( � � t ) � �vdv, ( 16a)

� ��v
m

*
: � ( �v ) dv = �a

F

n � m* � �rda -�v
( � � m*

) � �rdv, ( 16b)

� ��v
�t : ( � v ) dv = �a

D

�( n � t ) � vda -�v
�( � � t ) � vdv , ( 17a)

� ��v
�m*

: ( � r) dv = �a
D

�( n � m
*

) � rda -�v
�( � � m

*
) � rdv , ( 17b)

代入( 2a) 和( 2b) 即可得到下列应力和偶应力以及速度和角速度的边界条件如下:

� � n � t = �p ( n)
, n � m = �c( n)

+ x � �p ( n) � � ( 在 aF 上) , ( 18a)

� � v = �v , r = �r � (在 aD 上)�� ( 18b)

显而易见, 运动方程( 8) 和( 9) 与Eringen 的结果相同, 但能率均衡方程( 10) 则与他在[ 7] 中

的下列结果

� � ���= t kl ( v l , k - �klmrm) + mklrl, k ( 19a)

或

� � ���= t : ( � v- �� r) + m : ( � r) , ( 19b)

存在着本质的差异��事实上, 上式可直接从下列不带交叉项的功率能率原理

� ��v
���dv = �v

�( f - �v ) � vdv + �a
p

( n) � vd a +�v
�( 1- ��) � rdv + �a

c
( n) � rda,

( 20)

并利用运动方程即可得到��而我们的能率均衡方程( 10) 是和运动方程( 8) , ( 9) 一起从具有交

叉项的新的功率能率原理并借助于广义 Piola 原理得到的��这便是为什么我们的( 10) 和 Erin-

gen 的( 19) 之间出现差异, 而且在( 19) 中还会出现与角速度 r 相关的项- t : ( �� r) 的原因��

实际上, 能率并不与角速度相关, 而只与速度梯度和角速度梯度相关 �� 下面就来证明这个事

实��

证明: �假如 ���也与 r 相关, 则可假定它具有下列形式:

� � ���= ���( v l, k , rl , rl , k)�� ( 21)

令

� � �kl = �( ���) / �v l, k , � �l = �( ���) / �rl , � �kl = �( ���) /�rl, k , ( 22)

则

� ��v
�( �� ) dv =

Q v
( AklDv l, k + BlDrl + Ckl Dr l, k) dv =

      
R a

nkAkl Dvlda -
Q v

A kl , kDv ldv +
Q v

BlDrldv +
R a

nkCkl Drl da -
Q v

Ckl, kD: ldv =

      
Q v

Q( f l - Ûv l ) Dv ldv +
R a

nktkl Dvlda +
Q v

Q[ ( ll - ÛRl ) +

      Emnlxm( f n - Ûvn ) ] Drldv +
R a

nk( mkl - tknxmEnml ) Drlda# ( 23)

于是我们得到

  Q( f l - Ûv l ) + Akl , k = 0, ( 24a)
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( l l - ÛRl ) + Ckl , k + ElmnxmQ( f n - Ûvn ) - Bl = 0; ( 24b)

  Akl = tkl , ( 25a)

  Ckl = mkl - tknxmEnml# ( 25b)

把( 25a) 和( 25b) 代入( 24a) 和( 24b) , 则有

  Q( f l - Ûv l ) + t kl, k = 0, ( 26)

  Q( l l - ÛRl ) + mkl , k + Emnltmn + Emnlxm [ Q(f n - Ûvn) + t kn, k ] - Bl = 0# ( 27)

考虑到运动方程, 则必有 Bl = 5( QÛE) / 5rl = 0, 亦即, 能率只能与速度梯度 vl , k 和角速度梯

度 rl , k 相关, 而与角速度 rl 无关# 证毕

112  微态连续统

我们现在公设具有交叉项的新的微态连续统的功率和能率原理如下:

  Q v
( QÛE) dv =

Q v
Q( f - Ûv) # vdv +

R a
p

( n)
# vda +

Q v
[ Q( L - Û2) : 8 ] +

      [ x @ Q( f - Ûv ) ] # r dv + R a
[ ( c

( n)
: 8 ) + ( x @p

( n)
) # r ] da# ( 28)

这里, 把文献[ 11] 中的体矩密度 l ij , 自旋张量 Rij , 回转张量 rij 和应力矩张量 tijk 相应地分别用

L ij , 2ij , 8ij 和T ijk 代替, 以便与微极连续统相对应的符号 l i , Ri , ri 和mij 加以区别# 

把下列关系式

  R a
p

( n)
# vda =

Q v
tij , ivj dv +

Q v
t ijvj , idv =

Q v
( ¨ # t ) # vdv +

Q v
[ t : ( ¨ v) ] dv , ( 29)

  
R c

p
( n)

: 8 da =
R a

niTijk 8 jk) dv =
Q v

( t ijk 8 jk) , idv =

      
Q v

( T ijk , i 8 jk + T ijk 8 jk , i ) dv =
Q v

[ ( ¨ # T) B 8 + T s ( ¨ 8 ) ] dv, ( 30)

  
R a

p
( n)

@ x # rda =
R a

[ ( n # t ) @ x ] # rda =
Q v

( t ijxmEjmlrl ) , idv =

      
Q v

( tji , ixmEjil + tijEjil ) r l + t ijxmEjmlrl , i dv =

      Q v
[ ( x( ¨ # t ) + t ] : 8 + ( tx) s ( ¨ 8) dv# ( 31)

代入( 28) , 则得

  Q v
( QÛE) dv =

Q v
Q[ ( f - Ûv ) + ¨ # t ] # vdv +

Q v
[ Q( L - Û2 ) + ¨ # T - t ] -

      x[ Q( f - Ûv ) + ¨ # t ] : 8 dv +
Q v

t B ( ¨ v) + ( T - tx ) s ¨ 8 dv# ( 32)

现在我们可以表述微态连续统力学的广义 Piola 定理如下:

如果分别有

  v = const  和  8 = 0 ( 33a)

及

  8 = const  和  v = 0, ( 33b)

则微态连续统的功率能率原理( 28) 与动量及动量矩均衡定律等价# 

于是动量方程可写成

  Q( f - Ûv ) + ¨ # t = 0 ( 34a)

或
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( f k - Ûv k) + tjk , j = 0# ( 34b)

如文献[ 11] 中所述, 由于 8 是2阶反称张量, 则对任意的 8 而言, ( 32) 右侧的第二个被积

式不能保持, 除非

  Q( L- Û2) + ¨ # T+ t
T

= S ( 35a)

或

  Q( Ljk - Û2 jk) + T ij k, i + tkj = Skj , ( 35b)

这里 S 是个对称张量, Eringen 称之为应力平均张量# 从( 32) 我们得到下列能率均衡方程

  Q ÛE = t : ( ¨ v) + T
*

s ( ¨ 8 ) ( 36a)

或

  Q ÛE = t ijvj , i - T
*
ijk 8 jk , i , ( 36b)

这里

  T
*

= ( T - tx )  或  T
*
ijk = T ijk - tijx k# ( 37)

显然, 从( 36) 可见, 能率只与速度向量梯度和回转张量梯度相关, 而与回转张量无关, 这与微极

连续统的情况类似# 

然而 Eringen 在文献[ 11] 中推导出的能率均衡方程具有下列形式:

  QÛE = t ijvj , i + ( Sij - tij ) 8ij + T ijk 8 jk , i# ( 38)

此式与本文给出的( 36) 之间存在实质性差异的原因和我们在前面对微极连续统所作的说明是

一样的# 

113  非局部微极连续统

如果使用局部化过程, 则微极连续统的广义 Piola 原理也适用于非局部情形# 于是非局部

微极连续统的动量, 动量矩和能率均衡方程可由( 6) 很自然地导出:

  Q( f 1 - Ûv l ) + t kl, k = - Qf̂ l , ( 39)

  Q( l l - ÛR) + mkl, k + Elmntmn = - Q( ll - Elmnxmf̂ n) ( 40)

  QÛE = tklv l, k + ( mkl - tknxmEnml ) rl , k - Qf̂ lvl -

      Q( l̂l - Elmnxmf̂ n) rl# ( 41)

这里的( 41) 和 Eringen 的相应结果也存在着和微极连续统类似的差异# 另外要求非局部剩余

对定义域的积分必须为零, 即

  Q v
f̂ ldv = 0,  f v̂l ldv = 0# ( 42)

114  非局部微态连续统

如果进行局部化过程, 则微态连续统的广义 Piola 定理也可用于非局部情形# 于是非局部

微态连续统的动量, 动量矩和能率的方程可从( 32) 很自然地导出:

  Q( f - Ûv ) + ¨ # t = - Qf̂ , ( 43)

  Q( L- Û2) + ¨ # T+ t
T

- S = - Q( L̂ - xf̂ ) , ( 44)

  QÛE = t : ( ¨ v) + ( T- tx) s ¨ 8 - Qf̂ # v- Q( L̂ - xf̂ ) : 8# ( 45)

另外要求

  Q v
Qf̂ dv = 0,  

Q v
L̂dv = 0# ( 46)

2  广义连续统场论的新的功能原理

广义连续统场论中的新的功能原理可由新的功率能率原理的相应情况中的 v( Dv ) 和
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( r( Dr) 分别用 u( Du) 和 U( DU) 代替而得到# 例如, 新的虚位移和虚角位移原理以及虚应力

和虚偶应力原理可由( 2a) 和( 2b) 写成下列形式:

  
Q v

Q( E)
p dv =

Q v
Q( f - Ûv ) # Dudv +

R a
F

�p
( n)

# Dud a +
Q v

Q [ ( 1- ÛR) +

      x @ ( f - Ûv ) ] # DUdv +
R a

F

( �c
( n)

+ x @ �p
( n)

) # DUda ( 47a)

以及

  Q v
Q( E)

c
dv =

Q v
QD ( f - Ûv ) # udv +

R a
D

D �p
( n)

# �uda +
Q v

QD[ ( 1- ÛR) +

      x @ ( f - Ûv ) ] # Udv +
R a

D

D ( �c
( n)

+ x @ P
( n)

) # �Uda# ( 47b)

把( 47a) 和( 47b) 组合起来, 即可得到广义连续统的具有交叉项的新的功能原理如下:

  Q v
Q ÛEdv =

Q v
Q( f - Ûv ) # udv +

R a
p

( n)
# uda +

Q v
Q[ ( 1- ÛR) + x @ ( f - Ûv ) ] # Udv +

      
R a

( c
( n)

+ x @p
( n)

) # Uda, ( 48)

这里等号右边的第 4 项和第 6 项是交叉项# 从这个新的功能原理并借助于广义 Piola 定理即

可自然地推导出广义连续统的所有运动方程和边界条件以及能量均衡方程# 

3  结 束 语

1) 我们认为本文前言中提出的目的已经达到, 并且认为这里给出的结果是新的, 而且对

于广义连续统场论的研究工作是重要的# 由本文建立起来的具有交叉项的功能原理以及功率

能率原理之所以是新的, 就是因为从它们可以一次性地而且无需其它要求地推导出广义连续

统的所有运动方程, 边界条件和能量均衡方程以及能率均衡方程# 反过来说, 就是说广义连续

性统场论中现有的所有不带交叉项的有关功能和功率能率原理都不可能是完整的# 

2) 我们愿指出, 本文提出的( 2a) 和( 47a) 及( 2b) 和( 471b) 分别是建立广义连续统中新的新

势能型和势能率型及余能型和余能率型变分原理的基础, 而新的功能及功率能率原理则可用

来建立新的全能型及全能率型变分原理# 

3) 本文的方法可易于推广到广义热力连续统的相应情形中去# 
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Abst ra ct : New principles o f w ork and energy as w ell as pow er and energy r ate with cr oss terms for

polar and nonlo cal polar continuum field theories were pre sented and fr om them all corre sponding e-

quations of motion and boundary conditions as w ell as complete equations of energy and energy rate

with the help of gener alized Piola. s the orems were natur ally derived in all and without any additional

r equir ement. Finally, some new balance law s of ener gy and energy rate for generalized continuum me-

chanics w ere established. The new principles of w ork and energy as well as pow er and ener gy rate

with cr oss terms presented in this paper are believed to be new and they have corre cted the incom-

pleteness of all ex isting co rresponding principles and law s without cr oss terms in literatures o f g ener-

alized continuum field theories.

Key w ords: principles of w ork and energy ; pow er and energy r ate; gener alized Piola. s the orem;

equations of energy and energy r ate ; generalized continua
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