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摘要:  讨论了半平面中的倾斜裂纹问题# 集中力作用于裂纹表面上, 或作用于开裂半平面的边

界上# 利用有理保角映像函数方法求解这个问题 ,同时得到了闭合形式的解# 最后, 给出了二个

数值例子和计算结果# 
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引   言

半平面边缘裂纹问题被许多研究者考虑过# 利用弗里得荷蒙积分方程方法,一个半平面

裂纹问题得到解决[ 1] ,该文所得结果仅局限于,边缘裂纹垂直于半平面,又裂纹面上的作用力

为大小相等方向相反的情况# 有人用体积力方法求解边缘裂纹问题[ 2]# 利用有理保角映像函

数方法,曾解决了许多边缘裂纹问题,包括混合边值问题[ 3~ 7]# 

从过去的研究可知, 至今尚未见到过集中力作用下半平面边缘裂纹问题的解# 在本文中,

利用有理保角映像函数方法, 解决了集中力作用下半平面边缘裂纹问题# 在下面的研究中,先

把复位函数 <( F) 从区域 S
+
(单位圆内部) 延拓到 S

-
(单位圆外部) ,又分离出复位函数的主

要部分和解析部分, 这样便得到相应的解# 这些就是本文的特点# 最后,文中给出了二个数

值例子和计算结果# 

1  分   析

首先我们讨论有关问题的求解方法# 文中讨论了一个半平面边缘裂纹问题,其中 Px和Py

是物体内一点的上的作用力(图1( a) )# 此时,相应的边界条件为

a) 沿着开裂物体边界 ABCDA 无外力作用# 

b) 在点 z = z 0 处作用着集中力 Px 和Py# 

c) 当 z y ] 诸应力分量 Rx , Ry , Rxy 均为零# 

事实上,上述原始问题可以转化一个修正问题(图 1( b) )# 此修正问题的边界条件如下

a) 开裂半平面被一个足够大的半圆所界限# 
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b) 集中力 Px 和Py 作用点z = z 0 处,又集中力- Px 和- Py 作用于点z = zm 处, 又它们

处于平衡状态# 

c) 物体的外周界是自由的# 

显然,当修正问题解决后,若令 zm y ] 则得到原始问题的解# 

下面,我们来讨论保角映像函数问题# 已经证明, 有理保角映像函数方法是求解这类问题

的最好方法# 对于边缘裂纹这个几何情况(图 1( a) ) ,我们可得下列映像函数
[ 4, 8]

z = X( F) = A (1+ iF) B(1 - iF) 1- B
(1 - F)- 1

,  A = a
(1- i) i- B

2B
B
(1 - B)

1- B, (1)

式中 a 是裂纹长度,又 BP代表边缘裂纹的倾斜角,又有

i
- B

= exp(- BPi/ 2) , (2)

(1+ iF) = Q1exp( iH1) ,  (1 + iF) B= QB1exp( iBH1)   ( | F| < 1) ,

(1- iF) = Q2exp( iH2) ,  (1 - iF) 1- B
= Q1- B

2 exp( i(1 - B) H2)   ( | F| < 1)# (3)

在式( 3)中, 我们定义

(1+ iF) | F= 0 = 1 # exp( i0) ,  (1- iF) | F= 0 = 1 # exp( i0) , (4)

其次,式( 2)和( 3)中的 H1, H2的值由变量 F的连续变化及定义式(4) 得出# 

函数 z = X(F) 把开裂半平面(在 z_平面) 映像到单位圆内(在 F_平面) (图 2) ,在图2中,

还指出了边界点的对应关系# 由条件

  Xc( Ft ) = 0 (5)

可得到

  Ft = exp( i(P- 2A) ) =
1- 2B+ i
1- 2B- i

  (其中 tanA= 1 - 2B)# (6)

显然,点 F= Ft 相应于z 平面上的裂纹端点# 

可以证明, 以下二个函数可以用有理函数来近似表示[ 3]

(1+ iF) B = 1+ E
12

j= 1
A j 1-

1
1 + iAjF

  ( | F| < 1, 0 < B< 1) ,

(1- iF) 1- B
= 1+ E

12

k= 1

Bk 1 - 1
1+ iBkF

  ( | F| < 1, 0 < B< 1) , (7)

( a) 半平面的一个边缘裂纹问题          ( b) 修正边缘裂纹问题

图 1  二个边界值问题

其中,相应的值 A j , Aj ( j = 1, 2, ,, 12) 和 Bk , Bk ( k = 1, 2, ,, 12) 可由一个非线性代数方程组

的解得到[ 3]# 

把式( 7)代入到式( 1)中,我们得到下列有理保角映像函数
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( a) 开裂半平面几何形状          ( b) 实际区域的保角映像

图 2 保角映像关系

z = X( F) =
A 0i

F- 1
- E

24

k= 1

Ek

F- Fk
, (8)

已经证明: a) A 0 为实值; b) Fk( k = 1, 2, ,, 24) 在 G轴上,又 | Fk | > 1; c) 诸系数 Ek ( k = 1,

2, ,, 24) 一般取复数值# 已经证明, 建议的有理保角映像函数是求解边值问题的关键# 此

外,式(7) 的得到过程可以参考文献[ 3]# 

为了分析上述问题, 我们利用平面弹性复变函数方法
[ 9]# 在此法中, 应力分量 ( Rx , Ry ,

Rxy) ,合力函数( X , Y) 和位移( u, v) 可以通过二个复变函数 <0( z ) , W0( z ) 来表示

Rx + Ry = 4Re 50( z ) ,

Ry - Rx + 2iRxy = 2[�z 5
c
0( z ) + 7 0( z ) ] , (9)

f = - Y + iX = <0( z ) + z <c
0( z ) + W0( z ) + c, (10)

2G( u + iv ) = J<0( z ) - z <
c
0( z ) - W0( z ) , (11)

式中 50( z ) = <c
0( z ) , 7 0( z ) = Wc

0( z ) , G 为剪切弹性模量, J= 3- 4M(平面应变时) , J=

(3- B) / (1+ M) (平面应力时) , M为 Poisson比# 

当利用保角映像时, 可令

<( F) = <0( z ) | z= X(F) ,  W(F) = W0( z ) | z = X(F) , (12)

乃得

Rx + Ry = 4Re
<c( F)
Xc(F) ,

Ry + iRxy = 2Re <c( F)
Xc(F) +

1
Xc(F) X( F)

<d( F) Xc(F) - <c( F) Xd(F)
( Xc(F) ) 2 + Wc(F) , (13)

f = - Y + iX = <(F) + X(F) <c(F)
Xc( F)

+ W( F) + c, (14)

2G( u + iv ) = J<(F) - X(F)
<c(F)
Xc( F)

- W( F)# (15)

显然,在修正问题中边界条件有下列形式

<
+
( R) + X

+
( F)

<c+
( R)

Xc+
( R)

+ W
+
( R) = c   ( R = exp( iH) ,在单位圆上) , (16)
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此外我们熟知, 当集中力 Px 和Py 作用于点 z = z0 处时,基本解有下列形式[ 9]

<( z ) =
p
2P

lg( z - z 0) ,

W( z ) = -
J�p
2P

lg( z - z0) -
p
2P

z 0

z - z 0
, (17)

式中 p = - ( Px + iPy) / (1+ J)# (18)

在分析中, 自然把复位函数表示成

<( F) = <1( F) + <2( F) ,

W(F) = W1(F) + W2(F) , (19)

式中 <1( F) , W1( F) 是复位函数 <(F) , W( F) 的主要部分,又 <2( F) , W2(F) 是解析部分# 由式

(17) 所示复位函数的结构出发,可令

<1(F) =
p
2P

lg( F- F0) -
p
2P

lg( F- Fm) ,

W1( F) = -
J�p
2P

lg( F- F0) -
p
2P

X(F0)
Xc( F0) (F- F0)

+
J�p
2P

lg(F- Fm) +
p
2P

X( Fm)
Xc( Fm) ( F- Fm)

,

(20)

式中 F= F0或 F= Fm 相应是z = z 0 和 z = zm 的映像点(图 1(b) 和图 2)# 

为了进行下面的推导,我们引入

<( F) = -
X(F)
�Xc(1/ F)�<c

1
F
- �W

1
F

  (F I S
-
)# (21)

利用式( 16)和式( 21) , 可得

<
+
( R) = <

-
( R)   ( R = exp( iH) ,在单位圆上) , (22)

上式意味着函数 <( F) ( F I S
-
) 是函数 <(F) (F I S

+
) 的一个从单位圆内部到单位圆外部的

解析延拓# 由式(21) , 便可以导出

W(F) = - �<
1
F
-
�X(1/ F)
Xc(F) <c( F)   ( F I S

+
) , (23)

其中 �X(1/ F) = A 0i+ E
24

k= 1

�EkDk +
A 0i

F- 1
+ E

24

k= 1

�EkD
2
k

F- Dk
, (24)

Dk = 1/�Fk  ( k = 1, 2, ,, 24)# (25)

极为明显, 由于函数 <2( F) 在区域 S
+ 内解析, 则函数 <2(F) 在区域 S

- 内有极点# 与此

类同,函数 �<2( 1/ F) 在区域 S
-
内解析,但它同时在区域 S

+
有极点(图 2)# 

把式( 19)代出入到式( 23)中,将会得到

W2( F) = - �<2
1
F
-
�X(1/ F)
Xc(F) <c

2( F) - �<1
1
F
-
�X(1/ F)
Xc( F) <

c
1(F) - W1( F)   ( F I S

+
)# 

(26)

由于函数 W2(F) 在区域 S
+
内是解析的,则式(26) 右侧项也应有同样性质# 在式(26) 右侧各

项中 �<2( 1/ F) 和 W1(F) (F I S
+
) 是奇异的, 但�<1(1/ F) 和 <c

2( F) ( FI S
+
) 是解析的# 此外,

我们可以分离出下列函数的奇异部分

�X(1/ F)
Xc(F) <c

1( F) =
�X( 1/ F)
Xc( F)

p
2P

1
F- F0

-
1

F- Fm
=

    p
2P E

24

k= 1

�EkD
2
k

Xc( Dk) ( Dk - F0)
1

F- Dk
+

X( Fp)
Xc(F0)

1
F- F0

-
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    p
2P E

24

k= 1

�E kD
2
k

Xc( Dk) ( Dk - Fm)
1

F- Dk
+

X( Fq )
Xc( Fm)

1
F- Fm

+ 解析部分( F I S
+
) , (27)

�X(1/ F)
Xc(F) <c

2( F) = E
24

k= 1

�EkD
2
k<

c
2( Dk)

Xc( Dk)
1

F- Dk
+ 解析部分  (F I S

+
) , (28)

式中 Fp = 1/�F0, Fq = 1/�Fm# (29)

注意到,在点 F= 1的邻域, 函数 �X(1/ F) 和 Xc(F) 相应地有估计值 O( ( F- 1)- 1
) 和 O( (F-

1) - 2
)# 从而, F= 1不是函数 �X(1/ F) <c1( F) / Xc( F) 和 �X(1/ F) <c

2(F) / Xc(F) 的极点# 

由于式( 26)的右端也必须是解析的,把式( 27)和( 28)代入到式( 26)中,利用式( 20) , 可得

�<2
1
F

=
J�p
2P

lg( F- F0) -
J�p
2P

lg(F- Fm) - E
24

k= 1

�EkD
2
k<

c
2( Dk )

Xc( Dk)
1

F- Dk
+

    p
2P

X(F0) - X( FQ)
Xc( F0)

1
F- F0

- E
24

k= 1

�E kD
2
k

Xc( Dk ) ( Dk - F0)
1

F- Dk
-

    p
2P

X(Fm) - X(Fq)
Xc( Fm)

1
F- Fm

- E
24

k= 1

�E kD
2
k

Xc( Dk) ( Dk - Fm)
1

F- Dk
  (F I S

+
)# (30)

在本文中,我们假定设 F0和 Fm 并不和点 Dk( k = 1, 2, ,, 24) 重合# 
由于函数�<2(1/ F) 是沿着单位圆延拓的,从而式(30) 在全平面上成立 # 由式(30) , 我们

容易得到

<2(F) =
Jp
2P

lg(F- Fp ) -
Jp
2P

lg(F- Fq) + E
24

k= 1

Ek <
c
2( Dk)

Xc( Dk)
1

F- Fk
-

�p
2P

X(F0) - X( Fp )

Xc( F0)
F2p

F- Fp
- E

24

k= 1

Ek

Xc( Dk) (�Dk - �F0)

1
F- Fk

+

�p
2P

X(Fm) - X( Fq)
Xc( Fm)

F2
q

F- Fq
- E

24

k= 1

�Ek

Xc( Dk ) (�Dk - �Fm)
1

F- Fk
, (31)

<c
2(F) =

Jp
2P

1
F- Fp

-
1

F- Fq
- E

24

k= 1

Ek <
c
2( Dk)

Xc( Dk)
1

( F- Fk)
2+

�p
2P

X(F0) - X( Fp )

Xc( F0)
F2p

( F- Fp)
2 - E

24

k= 1

Ek

Xc( Dk) (�Dk - �F0)

1

( F- Fk)
2 -

�p
2P

X(Fm) - X( Fq)
Xc( Fm)

F2q
(F- Fq)

2- E
24

k= 1

Ek

Xc( Dk) (�Dk - �Fm)
1

( F- Fk)
2 # (32)

只要在式( 32)中代入 F= Dj ( j = 1, 2, ,, 24) ,便于可以得到关于 <c2( Dk ) ( k = 1, 2, ,, 24) 的

代数方程组# 
一旦复位函数 <( F) = <1( F) + <2( F) 求出后, 复位函数 W(F) 可由公式(23) 得到# 就这

样,修正问题得到解决# 

若令 Fm y 1, 这时有 zm y ] ,又有下列关系式

lim
F
m

y 1
Fq = lim

F
m

y 1
(1/�Fm) = 1,  lim

F
m

y 1
Fq = lim

F
m

y 1
[ ( X( Fm) - X( Fq) ) / Xc( Fm) ] = 0# (33)

此时, 便可以得到原始问题的解# 从而, 利用式( 20) , ( 31) , ( 32)和( 33) , 可得图 1( a)所示问题

的复位函数

<1(F) =
p
2P

lg( F- F0) -
p
2P

lg( F- 1) , (34)

<2(F) =
Jp
2P
[ lg( F- Fp ) - lg(F- 1) ] + E

24

k= 1

Ek <
c
2( Dk)

Xc( Dk)
1

F- Fk
-
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      �p
2PE

24

k= 1

Ek

Xc( Dk ) (�Dk - 1)
1

F- Fk
-

      �p
2P

X(F0) - X( Fp )

Xc( F0)
F2p

F- Fp
- E

24

k= 1

Ek

Xc( Dk) (�Dk - �F0)
1

F- Fk
, (35)

<c
2(F) =

Jp
2P

1
F- Fp

-
1

F- 1 - E
24

k= 1

Ek <
c
2( Dk)

Xc( Dk)
1

(F- Fk)
2+

      �p
2PE

24

k= 1

Ek

Xc( Dk ) (�Dk - 1)

1

( F- Fk)
2 +

      �p
2P

X(F0) - X( Fp )
Xc( F0)

F2p
(F- Fp )

2- E
24

k= 1

Ek

Xc( Dk) (�Dk - �F0)

1

( F- Fk)
2 # (36)

由上式可见,在式( 35) , ( 36)中有一些尚未定出的值 <c
2( Dk) , 它们可以用下面的方法定

出# 只要在式(36) 中,令F= Dj ( j = 1, 2, ,, 24) , 便可得到关于 <c
2( Dk) ( k = 1, 2, ,, 24) 的方

程组

<c
2( Dj ) + E

24

k= 1

Ek <
c
2( Dk)

Xc( Dk)
1

( Dj - Fk)
2 =

Jp
2P

1
Dj - Fp

-
1

Dj - 1 +

    �p
2PE

24

k= 1

Ek

Xc( Dk ) (�Dk - 1)

1

( Dj - Fk)
2 +

�p
2P

@

    
X(F0) - X(Fp )

Xc( F0)
F2p

( Dj - Fp )
2 - E

24

k= 1

Ek

Xc( Dk) (�Dk - �F0)

1

( Dj - Fk)
2

( j = 1, 2, ,, 24) , (37)

上式中,关于 <
c
2( Dk) ( k = 1, 2, ,, 24) 的实部和虚部共有48个未知数,它们由式(37) 所示的方

程组解出# 

在上述的推导中,只要把复位函数的主要部分和解析部分分离,又不作任何部分, 待求的

解便得到了# 这些就是所建议方法的优点[ 10~ 12]# 

最后,裂纹端 C 的应力强度因子可由下式定出
[ 3]

K C = K 1C - iK 2C = 2(P) 1/ 2exp( iBP) <c( Ft ) [ Xd( Ft ) ]- 1/ 2
, (38)

式中 Ft 是单位圆上一点,它是裂纹端点 C 的映像点, 如式(6) 所示# 

可以证明,若点 z = z 0在开裂半平面的边界上, 上述解仍然正确# 但是, 由于此时有F0=

Fp ,则式(35) , (36) 和(37) 中的 X( F0) - X(Fp ) 项应代为零# 与此同时,当集中力作用于开裂

半平面的边界上时, 复位函数可以表示为比较简单的形式[ 13, 14]# 

2  数 值例 子

为了证明所建议方法的有效性和提供更多的应力强度因子的数值结果, 下面提供了二个

数值例子# 由于计算过程比较简单,具体过程不作详述# 

例 1  集中力 P1, Q1作用在裂纹表面上(图3( a) )# 此时, 裂纹端 C的应力强度因子可表

为

K 1C = E 1C B, d
a

Q1(Pa)
- 1/ 2

+ F1C B, d
a

P 1(Pa)
- 1/ 2

,

K 2C = E 2C B,
d
a

Q1(Pa)
- 1/ 2

+ F2C B,
d
a

P 1(Pa)
- 1/ 2# (39)
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对于 B= 1/ 6, 2/ 6, 3/ 6, 4/ 6, 5/ 6的情况, E 1C , E2C, F1C, F2C 的计算结果表示在图4 ~ 图

8中# 对于 B= 1/ 2( BP= P/ 2) 的情况,对比结果表示在表 1中# 从表1我们可以看到各种

结果之间的吻合情况,又发现有下列关系存在- E2C (1/ 2, d/ a) = F1C(1/ 2, d/ a)# 

表 1    无因次应力强度因子 E1C, F1C , F2C( 1/ 2, d / a) 值和对比情况(见图 3( a)和式(39) )

d / a = 010 011 012 013 014 015 016 017 018 019

E 1C 01826 01825 01822 01814 01803 01789 01774 01758 01741 01723

F 1C 11297 11296 11296 11301 11319 11355 11422 11542 11778 21369

11295 11294 11294 11296 11304 11327 11380 11495 11744 21382 * 1

11297 * 2

F 2C - 01823 - 01737 - 01654 - 01581 - 01518 - 01464 - 01417 - 01376 - 01341 - 01310

- 01821 * 2

  * 1 文献[ 1]中得到的值   * 2文献[ 4]中得到的值

( a) 集中力 P1, Q 1作           ( b) 集中力 P 2, Q2 作用于开

用于裂纹表面上 裂半平面的直线边界上

图 3 半平面中的一个条边缘裂纹

图 4 在 B= 1/ 6情况下的 E1C , E2C, F1C   图 5  在 B= 1/ 3 情况下的 E1C, E2C, F1C

F2C (B, d / a) 值(见图 3( a)和式( 39) ) F2C( B, d/ a) 值(见图 3( a)和式( 39) )

例 2  集中力 P2, Q2作用在开裂半平面边界上(图3( b) )# 此时,裂纹端 C 的应力强度因

子可表为
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K 1C = G1C B,
e
a

Q2(Pa)
- 1/ 2

+ H 1C B,
e
a

P2(Pa )
- 1/ 2

,

K 2C = G2C B,
e
a

Q2(Pa)
- 1/ 2

+ H 1C B,
e
a

P2(Pa )
- 1/ 2# (40)

对于 B= 1/ 6, 2/ 6, 3/ 6, 4/ 6, 5/ 6的情况, G1C, G2C, H 1C, H 2C 的计算结果表示在图9 ~ 图

13中# 

图 6 在 B= 1/ 2情况下的 E1C , E2C, F1C   图 7  在 B= 2/ 3 情况下的 E1C, E2C, F1C

F2C (B, d / a) 值(见图 3( a)和式( 39) ) F2C( B, d/ a) 值(见图 3( a)和式( 39) )

图 8 在 B= 5/ 6 情况下的 E1C , E 2C, F1C   图 9  在 B = 1/ 6 情况下的 G1C, G2C , H 1C

F2C( B, d / a) 值(见图 3( a)和式( 39) ) H 2C (B, e/ a) 值(见图 3( b)和式( 40) )

3  结   论

当利用有理保直角映像函数时,仅仅分离复位函数的主要部分和解析部分,便可以得到待
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求的解# 这些就是所建议方法的最大优点# 

图 10 在 B= 1/ 3情况下的 G1C , G2C , H 1C  图 11  在 B= 1/ 2 情况下的 G1C, G2C, H 1C

H 2C( B, e/ a) 值(见图 3( b)和式( 40) ) H 2C (B, e/ a) 值(见图 3( b)和式( 40) )

图 12 在 B= 2/ 3情况下的 G1C , G2C , H 1C  图 13  在 B= 5/ 6 情况下的 G1C, G2C, H 1C

H 2C( B, e/ a) 值(见图 3( b)和式( 40) ) H 2C (B, e/ a) 值(见图 3( b)和式( 40) )
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An Edge Crack Problem in a Semi_Infinite Plane

Subjected to Concentrated Forces

CHEN Yi_zhou1,  Norio Hasebe2

( 11Divi sion of Engineer in g Mechanics , J iangsu Univ er sity of Science

and Technology , Zhenjian g 212013, P R China ;

21 Depar tm ent of Civil En gin eer ing , Nagoya Institute of Techn ology ,

Gokiso_cho Showa _ku , Nagoya 466, Japan )

Abstract: An oblique edge crack problem in a semi_infinite plane is discussed. The concentrated

forces are applied on the edge crack face, or on the line boundary of the cracked semi_infinite plane.

The rational mapping function approach is suggested to solve the boundary value problem and a solu-

tion in a closed form is obtained. Finally, several numerical examples with the calculated results are

given.

Key words: rational mapping function approach; edge crack problem; stress intensity factor
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