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摘要 :  利用屠格式求出了 Benjamin 方程的 B¾cklund变换、精确孤波解、非线性叠加公式及其无穷

守恒律# 这种算法具有普适性# 
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引   言

文献[ 1]指出,一些典型的非线性波动方程具有 5个共同特点: ¹ 有孤立子解; º 有无穷

多守恒律; » 可用散射反演方法求解; ¼具有B¾cklund变换; ½ 可化为完全可积的Hamilton

系统# 这几个方面相互联系, 它们都反映了该方程所描述的物理现象的某种稳定性和不变性;

从方程的 B¾cklund变换入手, 可望提出上述的内在联系# 屠格式是求带参数的 B¾cklund 变换

简单而有效的方法, 其基本思想是:

设非线性发展方程

  w tt = F( w ) (1)

的 B¾cklund变换为:

  ut = f ( u, v, ux , vx , ,) , v t = g ( u, v, ux , v x , ,)# (2)

令 u = w + wc, v = w - wc, w 和wc为方程(1) 的解, 即

  w tt = F( w ) , w
c
tt = F (wc)# (3)

将( 3)式中两式分别相加和相减得:

  utt = P ( u, v) , v tt = Q( u, v) , (4)

其中   P( u, v) = F
u + v
2

+ F
u - v
2

, Q( u, v ) = F
u + v
2

- F
u - v
2

# 

由( 2)式求出 u tt、v tt并与(4) 式比较就引出一组关于 f、g的非线性偏微分方程组, 由此求出f

和 g , 即可得到带有参数的 B¾cklund变换# 下面我们就用屠格式求出著名的 Benjamin方程的
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带参数的 B¾cklund变换, 由此进一步求出该方程的精确孤波解、非线性叠加公式及无穷守恒

律# 

1  Benjamin方程的 B¾cklund变换

对 Benjamin方程

  htt + q ( h
2
) xx + rhxxxx = 0, (5)

q , r 均为常数# 令 h = wx 并代入(5) 得:

  w tt = - 2qwxwxx - rwxxxx# (6)

由( 4)知,

  utt = - q( uxuxx + vxv xx) - ruxxxx , (7)

  vtt = - q( uxv xx + vxuxx) - rv xxxx# (8)

令( 5)的 B¾cklund变换为:

  ut = Av xx + f ( u, v, ux ) , (9a)

  vt = Buxx + g ( v, u, vx ) , (9b)

则

  utt = ABuxxxx + ( Af u
x
+ Agv

x
) vxxx + Agv

x
v
x
v
2
xx + (2Agvv

x
vx +

      Agv + 2Aguv
x
uxvxx + Af u ) vxx + (f

2
u
x
+ Agu + Bf v ) uxx +

      2Aguvuxv x + Aguuu
2
x + ff u + gf v + f uf u

x
ux + f u

x
f vvx + Agvvv

2
x# 

该式与( 7)右边比较 uxxxx , vxxx , v
2
xx , uxx , vxx 的系数分别有

  AB= - r , (10)

  Agv
x
+ Af u

x
= 0, (11a)

  Agv
x
v
x
= 0, (12a)

  2Agvv
x
v x + Agv + 2Aguv

x
ux + Af u = - qvx , (13a)

  Agu + Bf v + f
2
u
x
= - qux , (14a)

  2Aguvuxvx + Agvvv
2
x + Aguuu

2
x + ff u+ gf v + f u f u

x
ux + f u

x
f vv x = 0# (15a)

同理,由( 9a)、( 9b)计算出 v tt 并与(8) 右端比较得到下列方程组:

  B( f u
x
+ gv

x
) = 0, ( 11b)

  Bf u
x
u
x
= 0, ( 12b)

  2Bf uu
x
ux + Bf u + 2Bf vu

x
vx + Bgv = - qvx , ( 13b)

  Bf v + Agu+ g
2
v
x
= - qux , ( 14b)

  Bf uuu
2
x + 2Bf uvuxvx + Bf vvv

2
x + ggv + fgu + gvgv

x
v x + gv

x
guux = 0# ( 15b)

由( 12a)和( 12b)知:

  gv
x
v
x
= f u

x
u
x
= 0# 

由( 11a)和( 11b)知: gv
x
= - f u

x
,由此可设

  f = f 1+ hux , g = g1- hvx , (16)

f 1、g1和 h 均为u、v 的函数# 

将( 16)代入( 14a)得:

  Ag 1v + Bf 1v + h
2
= 0, Ahu = 0, Bhv = - q , (17)
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于是   h = -
q
B
v + C,

C为任意常数# 将(16) 代入(13a) 得:

  - 3Ahv = - q, g 1v + f 1v = 0# (18)

将 f , g 代入(15a) 并比较得:

  Ag 1uu = Ag1vv = 2Ag 1uv = 0, (19)

  2hf 1u + g1hv = 0, (20)

  f 1f 1u + f 1vg1 = 0# (21)

由( 19) ,假定 g1 = K1+ K2u + K3v ,由(18) 知:

  f 1u = - g1v = - K3,

可设 f 1 = - K3u + k ( v )# 将 f、g 代入(15b) 知:

  Bf 1vv + 2hhv = 0, (22)

  g1hv + 2hg1v = 0, (23)

  g1g1v + g 1uf 1 = 0# (24)

由 h , f 1 及(22) 可知:

  f 1 = R0+ R1v +
qC
3r v

2
+

q
3r

2

Av
3# (25)

将 h , g 1和 f 1代入(20) 并比较 u, v 的系数知: K1 = K2 = K3 = 0,从而 g 1 = 0# (21) , (23) 和

(24) 式自然成立# 将(25) , h 和g1 = 0代入(17) 有:

  R1 =
C2

r
A# 

所以

  f = R0+
C
2

r
Av +

qC
3r

v
2
+

q
3r

2

Av3+ -
q
B
v + C ux , (26)

  g = - -
q
B
v + C vx# (27)

故方程( 6)的 B¾cklund变换为:

  ut = Av xx + R0+
C2A
r

v +
qC
3r

v
2
+

q
3r

2

Av 3+ -
q
B
v + C ux ,

  vt = Bux +
q
2B

v
2
- Cv

x
# 

由上述 B¾cklund变换可求方程( 5)的精确行波解# 

令 wc = 0,则 u = v = w , (26) ~ (27) 变为:

  w t = Awxx + R0+
C2

r
Aw +

qC
3r

w
2
+

q
3r

2

Aw 3
+ -

q
B
w + Cwx ,

  w t = Bwxx - -
q
B
w + Cwx# 

令( 6)的行波解为 w = f ( z ) , z = x + ct , c为行波速度,代入上式的第二式并取 C= c,积分常

数为 B2,于是有 f c = B2- q
6r

f
2# 积分之得:

  f = B
6r
q
tanh

x + ct
2

# 

所以方程( 5)的钟状孤波解为:
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  h =
B
2

6r
q
sech2

x + Ct
2

# 

利用上述的 B¾cklund变换也可得到 Benjamin方程的非线性叠加公式# 

记 w 0 y
C

w1表示解 w 1由带参数 C的B¾cklund变换作用于解 w0得来, 设w 0 y
C
1

w 1 y
C
2

w3, w 0

y
C
2

w 2 y
C
1

w3, 利用 B¾cklund变换的可换性知:

  ( w 1- w 0) t = B( w 1+ w0) x +
q
2B

( w 1- w0)
2
- C1( w 1- w0)

x
,

  ( w 2- w 0) t = B( w 2+ w0) x +
q
2B

( w 2- w0)
2
- C2( w 2- w0)

x
,

  ( w 3- w 1) t = B( w 3+ w1) x +
q
2B( w 3- w1)

2
- C2( w 3- w1)

x
,

  ( w 3- w 2) t = B( w 3+ w2) x +
q
2B

( w 3- w2)
2
- C1( w 3- w1)

x
# 

分别将前二式与后二式相减, 然后将所得结果相加即得所求的叠加公式:

  w 3 =
1

q
B
( w2- w 1) + C1- C2

2B( w2- w 1) x +

C2 +
q
B
( w 1- w 2) ( w 0- w1 - w 2) + C1(2w 1- w0) + D( t ) ,

其中 D ( t) 为关于 t 的任意函数# 

2  Benjamin方程的无穷守恒律

将 u = 2w - v 代入 B¾cklund变换得:

  vt = - Bvx +
q
2B

v
2
- Cv + 2Bwx

x
, (28)

  2w t = Avxx + R0+
C2

r
Av +

qC
3r

v
2
+

q
3r

2

Av 3+

      -
q
Bv + C ux + v t , (29)

令    v = E
]

n= 1

f nC
- n

并代入( 28)且比较 C的各幂次的系数得:

  f 1t = (- Bf 1x - f 2) x   ( n = 1) ,

  f nt = - Bf nx +
q
2B E

i+ j= n

f i f j - f n+ 1
x

  ( n \ 2)# 

将其代入( 29)即可得到 f i ( i = 1, 2, ,) 的递推公式# 
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B¾cklund Transformation, Nonlinear Superposition

Formulae and Infinite Conserved Laws

of Benjamin Equation
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Abstract: B¾cklund transformation, exact solitary wave solutions, nonlinear supperposition formulae

and infinite conserved laws are presented by using TU_pattern. The algorithm involves wide applica-

tions for nonlinear evolution equations.
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