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摘要:  讨论一类差分方程的不变曲线分枝# 由于该差分方程所定义的动力系统是可积的,故该

方程的不变曲线的讨论可化为对平面Hamilton 系统所定义的轨线的拓扑分类的研究# 通过严格的

定性分析,获得其不变曲线在参数空间内的分类# 

关  键  词:  差分方程;  Hamilton 系统;  不变曲线

中图分类号:  O17517   文献标识码:  A

引   言

近年来,对于微分_差分方程及纯差分方程所控制的离散动力系统的可积性(或可解性)的

研究吸引着大量应用数学与力学家的注意# 所谓可积性是指离散动力系统存在某个不变量,

其离散轨道在该不变量所定义的水平集上运动# 最近,R. Sahadevan[ 1]研究了差分系统

  x n+ 1 = yn,  y n+ 1 =
P ( x n, yn )

Q( xn , yn )
(1)

的不变量的一般形式, C. J. Schinas[ 2]考虑了差分方程

  x n+ 1 =
a + bxn + cx

2
n

( c + dx n+ ex
2
n) xn- 1

(2)

的不变量# 其中 a , b, c, d, e是正常数# 方程(2) 有不变量

In =
a

x n- 1x n
+ b

1
x n- 1

+
1
x n

+ c
xn- 1

x n
+

x n
x n- 1

+ d ( x n- 1+ xn ) + ex n- 1xn = const# (3)

方程( 2)对应于一个二维映射

  G( x , y ) = y ,
a + by + cy

2

( c + dy + ey
2
) x

# (4)

于是在二维平面上, 映射 G( x , y ) 有不变曲线族

  I ( x , y ) =
a + b ( x + y ) + c( x

2
+ y

2
) + dxy ( x + y ) + ex

2
y

2

xy
= h = const# (5)

注意,如果将 I ( x , y ) = h 中分母xy 移到右边,并设常数 h X 0,可得到

  P( x , y ) = a + b ( x + y ) + c( x
2
+ y

2
) + dxy ( x + y ) + ex

2
y

2
+ hxy = 0# 

这个双二次对称多项式就是著名的 Euler_Chasles 方程, 研究 P ( x , y ) = 0的图具有重要意义
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(见A.Veselov[ 3] )# 

一个重要而有趣的问题是:由( 5)所定义的曲线族在参数空间内具有什么样的动力学性

质? 换言之,随着参数 a, b, c, d , e的改变, ( 5)所定义的曲线族有什么样的具体形式? 如何进

行分类? 本文的目的就是要回答这个问题# 李继彬等在[ 4]中曾考虑过 Lyness映射

  x n+ 1 =
b + x n

( a + x n) xn- 1

的类似问题# 本文考虑具有正参数的系统( 2)# 作参数变换 a
c

y a,
b
c

y b ,
d
c

y c,
e
c

y e,

可将(2) 的参数减少一个,将(2) 变为

  x n+ 1 =
a + bx n+ x

2
n

(1+ dx n+ ex
2
n) xn- 1

 ( n = 0, 1, ,) , (6)

其中 a, b , d, e 仍为正常数# 

此方程等价于二维映射

  G( x , y ) = y ,
a + by + y

2

(1+ dy + ey
2
) x

# (7)

其对应于( 5)的不变量为

  H ( x , y ) =
a + b ( x + y ) + x

2
+ y

2
+ dxy ( x + y ) + ex

2
y

2

xy
= h = const# (8)

于是, 研究( 7)的不变集,即是研究( 8)所定义的水平曲线族# 将 H ( x , y ) 视为一个Hamilton函

数,我们可以考虑下面的Hamilton系统:

  

dx
dt

=
5H ( x , y )

5 y =
- a - bx + y

2
- x

2
+ dxy

2
+ ex

2
y

2

xy
2 ,

dy
dt

= -
5H ( x , y )

5x = -
- a - by - y

2
+ x

2
+ dx

2
y + ex

2
y

2

x
2
y

# 
(9)

这样,研究( 7)的不变曲线就等价于研究Hamilton系统( 9)的相轨线, 其中 x X 0, y X 0# 

研究( 9)的困难在于该系统的水平和竖直等倾线是对称于 y = x 的四次代数曲线,而四次

代数曲线可能存在一至四个分枝# 因此我们必需仔细研究等倾线的性质来确定平衡点的个

数和性状# 

1  系统( 9)的水平和竖直等倾线的性状

由 ex
2
y

2
+ dxy

2
- x

2
+ y

2
- bx - a = 0及 ex

2
y

2
+ dx

2
y + x

2
- y

2
- by - a = 0分别解

出 y , x 得:

  y = ? a + bx + x
2

1+ dx + ex
2, x = ? a + by + y

2

1+ dy + ey
2# 

它们分别定义了对称于直线 y = x 的两曲线Cx , Cy# 正是由于这种对称性,只要画出 Cx 的图

形,将 Cx 关于直线y = x 作反射变换即得Cy 的图形# 

再注意到( 9)的对称性,该系统的平衡点是 Cx , Cy 在直线 y = x 上的交点, 且满足四次代

数方程

  f ( z ) = - a - bz + dz
3
+ ez

4
= 0# (10)

下面讨论 Cx 的性状# Cx 的定义域是集合

  x | (1 + dx + ex
2
) X 0, ( a + bx + x

2
) (1+ dx + ex

2
) \ 0 # 
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再记 x a =
- d + d

2
- 4e

2e
, x b =

- d - d
2
- 4e

2e
, xc =

- d
2e

, x 1, 2 =
- b ? b

2
- 4a

2
,

x 0 = - b/ 2# 

命题 1  竖直等倾线 Cx 的渐近线有以下几种情形:

a) Cx 恒有水平渐近线y = ? 1/ e ;

b) 当 d
2
> 4e 时, Cx 有两条垂直渐近线 x = xa 及 x = xb ;

c) 当 d
2
= 4e时, Cx 只有一条垂直渐近线 x = xc ;

d) 当 d
2
< 4e 时, Cx 没有垂直渐近线# 

命题 2  当 Cx 与y 轴相交于(0, ? a ) ; 当 b
2
> 4a 时, Cx 与 x 轴相交于两个点( x1, 0) ,

( x 2, 0) ;当 b
2
= 4a时, Cx 与 x 轴相交于一个点( x 0, 0) ; 当 b

2
< 4a 时, Cx 与x 轴没有交点# 

命题 3  Cx 的极值点由

  dy
dx =

( d - be) x
2
+ 2(1 - ae) x + b - ad

2y (1 + dx + ex
2
)

= 0

确定# 记 $c = (1- ae)
2
- ( d - be) ( b - ad ) ,则

若 $c> 0, Cx 有两个极值点 ae - 1+ $c
d - be

, 0 及
ae - 1- $c

d - be
, 0 ;

若 $c= 0, Cx 只有一个极值点
ae - 1
d - be

, 0 ;

若 $c< 0, Cx 没有极值点# 

显然, ( 9)的奇点个数不超过四个,且满足方程( 10) # 由于

  fc( z ) = - b + 3dz2
+ 4ez 3

= 0 (11)

的解具有判别式

  $ = 4e
2
b- d

3
,

故有下列命题:

命题 4  当 $ \ 0时, 系统(9) 在第一、三象限各有一个奇点,分别记为 P+ , P- ,

命题 5  当 $ < 0时, 系统(9) 有下列情形之一

� ) 如果 a, b, d, e 满足下列情形:

a) d
2
> 4e,  b

2
> 4a,  - b - b

2
- 4a

2
>

- d + d
2
- 4e

2e
;

b) d
2
> 4e,  b

2
> 4a,  - b + b

2
- 4a

2
>

- d + d
2
- 4e

2e
>

- b - b
2
- 4a

2
>

- d - d
2
- 4e

2e
;

c) d
2
> 4e,  b

2
= 4a,  - b/ 2 > (- d + d

2
- 4e) / 2e;

d) d
2
= 4e,  b

2
> 4a ,  (- b - b

2
- 4a/ 2 > - d/ 2e;

e) d
2
= 4e, b2

= 4a , - b/ 2 > - d / (2e) ;

f) d
2
> 4e,  b

2
> 4a,  - b - b

2
- 4a

2
<

- d - d
2
- 4e

2e
,
- b + b

2
- 4a

2
>

- d + d
2
- 4e

2e ,
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$c= 0;

之一时, ( 9)在第一、三象限各有一、三个奇点;

� ) 当 d
2
> 4e, b2

> 4a, - b - b
2
- 4a

2
=

- d + d
2
- 4e

2e
时, (9) 在第一、三象限各

有一、二个奇点# 

� ) 当 a, b, d , e是除了以上两种情况外的其它可能情形时, ( 9)在第一、三象限各有一个

奇点# 

2  系统( 9)的奇点分布及相图

显然,在系统( 9)的一奇点 ( z , z ) , 其线性化系统的 Jacobi矩阵为

  J ( z , z ) =
3a2

+ 8abz + 4( b2
+ 3a) z 2

+ 8z3
- 2aez4

+ 4ez 6
- e

2
z

8

z
8 ,

故当 J ( z , z ) > 0( < 0) 时, 奇点( z , z ) 是中心(鞍点) ;当 J ( z , z ) = 0时,且此时奇点的指标是

0, 则该点为退化鞍点, 亦称为尖点# 而且在中心点的某个邻域内, 存在一族闭轨填满相平面

上的某个区域, 该区域称为周期环域 ( period annulus)# 

系统( 9)的 ( a, b , d, e) 四参数空间可以分类为以下区域:

  A = ( a, b, d , e) | b > d
3
/ (4e

2
) i. e. $ > 0 ,

  A a = ( a, b, d, e) | b > d
3
/ (4e2

) , d
2
> 4e, b2

> 4a ,

  A b = ( a, b , d, e) | b > d
3
/ (4e2

) , d
2
> 4e, b2

= 4a ,

  A c = ( a, b, d , e) | b > d
3
/ (4e2

) , d
2
> 4e, b2

< 4a ,

  A d = ( a, b, d, e) | b > d
3
/ (4e

2
) , d

2
= 4e, b

2
> 4a ,

  A e = ( a, b, d , e) | b > d
3
/ (4e

2
) , d

2
= 4e, b

2
= 4a ,

  Af = ( a, b , d , e) | b > d
3
/ (4e2

) , d
2
= 4e, b2

< 4a ,

  A g = ( a, b, d, e) | b > d
3
/ (4e2

) , d
2
< 4e, b2 \ 4a ,

  A h = ( a, b, d, e) | b > d
3
/ (4e2

) , d
2
< 4e, b2

< 4a ,

  B = ( a, b, d, e) | b = d
3
/ (4e2

) , i. e. $ = 0 ,

  Ba = ( a, b , d , e) | b = d
3
/ (4e2

) , d
2
> 4e, b 2

> 4a ,

  Bb = ( a, b, d , e) | b = d
3
/ (4e2

) , d
2
> 4e, b2

= 4a ,

  Bc = ( a, b, d, e) | b = d
3
/ (4e2

) , d
2
= 4e, b2

< 4a ,

  Bd = ( a, b , d , e) | b = d
3
/ (4e2

) , d
2
= 4e, b 2

> 4a ,

  Be = ( a, b, d, e) | b = d
3
/ (4e

2
) , d

2
= 4e, b

2
= 4a ,

  Bf = ( a, b, d , e) | b = d
3
/ (4e

2
) , d

2
= 4e, b

2
< 4a ,

  Bg = ( a, b , d , e) | b = d
3
/ (4e2

) , d
2
< 4e, b 2 \ 4a ,

  Bh = ( a, b , d , e) | b = d
3
/ (4e2

) , d
2
< 4e, b 2

< 4a ,

  C = ( a, b, d, e) | b < d
3
/ (4e2

) , i. e. $ < 0 ,

  Ca = ( a, b , d , e) | b < d
3
/ (4e

2
) , d

2
> 4e, b

2
> 4a ,

  Cb = ( a, b, d , e) | b < d
3
/ (4e2

) , d
2
> 4e, b2

= 4a ,

  Cc = ( a, b, d, e) | b < d
3
/ (4e2

) , d
2
> 4e, b2

< 4a ,

  Cd = ( a, b , d , e) | b < d
3
/ (4e2

) , d
2
= 4e, b 2

> 4a ,
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  Ce = ( a, b, d, e) | b < d
3
/ (4e2

) , d
2
= 4e, b2

= 4a ,

  Cf = ( a, b, d , e) | b < d
3
/ (4e

2
) , d

2
= 4e, b

2
< 4a ,

  Cg = ( a, b , d , e) | b < d
3
/ (4e2

) , d
2
< 4e, b 2 \ 4a ,

  Ch = ( a, b , d , e) | b < d
3
/ (4e2

) , d
2
< 4e, b 2

< 4a ,

  A
c
g = A g H ( a, b, d, e) | a >

1
e

,

  A
d
g = A g H ( a, b, d, e) | a <

1
e

,

C
c
a = Ca H ( a, b , d , e) |

- b+ b
2
- 4a

2
>

- d + d
2
- 4e

2e
,
- d - d

2
- 4e

2e
>

    - b - b
2
- 4a

2
, a <

1
e
, $c = 0 ,

C
c
d = Cd H ( a, b , d , e) |

- b- b
2
- 4a

2
> -

d
2e

,

C
(1)
a = Ca H ( a, b , d , e) |

- d - d
2
- 4e

2
<

- b - b
2
- 4a

2
<

    - b + b
2
- 4a

2 <
- d + d

2
- 4e

2e
,

C
(2)
a = Ca H ( a, b , d , e) |

- b - b
2
- 4a

2
<

- d - d
2
- 4e

2e
<

    - b + b
2
- 4a

2
<

- d + d
2
- 4e

2e
,

C
(3)
a = Ca H ( a, b , d , e) |

- b - d
2
- 4a

2
<

- d - d
2
- 4e

2e
<

    - d + d
2
- 4e

2e
<

- b + b
2
- 4a

2
,

C
(4)
a = Ca H ( a, b , d , e) |

- b - b
2
- 4a

2 <
- d
2e <

- b - b
2
- 4a

2
,

C
(5)
a = Ca H ( a, b , d , e) |

- b - b
2
- 4a

2 <
- b + b

2
- 4a

2 <

    - d + d
2
- 4e

2e
,

C
(6)
a = Ca H ( a, b , d , e) |

- b - b
2
- 4a

2
=

- d + d
2
- 4e

2e
,

C
(7)
a = Ca H ( a, b , d , e) |

- b - b
2
- 4a

2
>

- d + d
2
- 4e

2e
,

C
(8)
a = Ca H ( a, b , d , e) |

- d - d
2
- 4e

2e
<

- b - b
2
- 4a

2
<

    - d + d
2
- 4e

2
<

- b + d
2
- 4a

2
# 

C
c
b = Cb H ( a , b, d, e) |

- b
2 >

- d + d
2
- 4e

2e
,
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C
d
b = Cb H ( a , b, d, e) |

- b
2

>
- d - d

2
- 4e

2e
,

C
d
d = Cd H ( a, b , d , e) |

- b- b
2
- 4a

2 < -
d

2e <
- b + b

2
- 4a

2
,

1) 当 ( a, b , d , e) I A a, Ba, C
(1)
a , C

( 2)
a , C

(3)
a , C

(4)
a , C

(5)
a 时, Cx有两条垂直渐近线,与 x 轴有

两个交点# 

2) 当 ( a, b, d, e) I A b , Bb , ( Cb H ( a, b , d , e) | x 0 < x b ) 时, Cx 有两条垂直渐近线,

与 x 轴有一个交点# 而且 x 0 < xb < x a, $c> 0, a >
1
e

# 

3) 当 ( a, b, d, e) I A c , Bc, Cc时, Cx有两条垂直渐近线,与 x 轴没有交点, $c> 0或 $c=

0, a >
1
e
或 a <

1
e

# 

4) 当 ( a, b, d, e) I A d , Bd, Cd 时, Cx 只有一条垂直渐近线,与 x 轴有两个交点# 

5) 当 ( a, b , d, e) I Ae 时, Cx只有一条垂直渐近线, 与 x 轴有一个交点, a >
1
e
, x 0 < x c ,

$c> 0# 

6) 当 ( a , b, d, e) I Af , Bf , Cf 时, Cx 只有一条垂直渐近线,与 x 轴没有交点, a >
1
e
或a

<
1
e
, $c> 0或 $c = 0# 

在( 1) ~ ( 6)中,系统( 9)在第一、三象限各有一个奇点,它们分别是中心、鞍点# 

7) 当 ( a, b, d , e) I Ag、Bg , Cg时, Cx没有垂直渐近线及与x 轴有两个交点# 它们有如下

情形:

� ) ( a, b, d, e) I A g, a >
1
e
, $c> 0,系统(9) 在第一、三象限各有一个奇点,二者都是中

心# 

� ) a < 1/ e , $c > 0或 $c = 0,系统(9) 在第一、三象限各有一个奇点,它们分别是中心、

鞍点# 

8) 当 ( a, b, d , e) I Ah , Bh , Ch 时, Cx 没有垂直渐近线,与 x 轴没有交点, a > 1/ e或a <

1/ e , $c > 0或 $c = 0,系统(9) 在第一、三象限各有一个奇点,它们都是中心# 

9) 当 ( a, b , d, e) I Be 时, Cx 有两条水平渐近线, 只有一条垂直渐近线,与 x 轴有一个交

点( x0 = - b/ 2, 0) , a = 1/ e , $c= 0,系统(9) 在第一、三象限各有一个奇点,它们分别是中心、

尖点# 

10) 当 ( a, b, d, e) I Ca 时, Cx 有两条垂直渐近线,与 x 轴有两个交点# 它们有如下情

形:

� ) x 2> xa , a < 1/ e ,此时有$c> 0,系统(9) 在第一、三象限分别有一个奇点、三个奇点,

它们分别是中心、鞍点、鞍点、鞍点# 

� ) x 1 > xa, xb < x 2 < x a,则 a < 1/ e, 此时有 $ > 0或 $c= 0或 $c< 0,系统(9) 的奇

点分布同上# 

� ) x 1 > xa , x b > x 2,则 a < 1/ e或a > 1/ e , $c= 0,系统(9) 在第一、三象限分别有一个

奇点、三个奇点,它们分别是中心、鞍点、中心、鞍点# 

� ) x 2 = xa ,此时 a > 1/ e或a < 1/ e , $c > 0,系统(9) 在第一、三象限分别有一个奇点、
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二个奇点,它们分别是中心、鞍点、鞍点# 

11) 当( a, b, d, e) I Cb时, Cx有两条垂直渐近线,与 x 轴有一个交点,且当 x 0 > x a, $c>

0, a <
1
e
时,系统(9) 在第一、三象限分别有一个奇点、三个奇点,它们分别是中心、中心、鞍

点、鞍点# 

12) 当 ( a, b , d , e) I Cd 时, Cx 只有一条垂直渐近线,与 x 轴有两个交点# a < 1/ e ,且当

x 2> x c , $c> 0,系统(9) 在第一、三象限分别有一个奇点、三个奇点, 它们分别是中心、鞍点、鞍

点、中心# 

13) 当 ( a, b , d, e) I Ce 时, Cx 只有一条垂直渐近线,与 x 轴有一个交点, a < 1/ e, $c>

0,且 x 0 > x c ,系统(9) 在第一、三象限分别有一个奇点、三个奇点, 它们分别是中心、中心、鞍

点、鞍点# 

由于 Cx 的图形太多, 我们只绘出对应与系统(9) 的轨线结构的四种有代表性的图形, 分

别如图1,图 2,图 3,图 4# 

总结上面的图形,我们得到以下几个结论:

命题 6  对任何正参数 a, b, e, d, 系统(9) 在第一象限恒存在一个围绕中心 P+ 的周期环

域(如图 5)# 

事实上,系统( 9)的所有第一象限内的奇点的指标是+ 1,由此可推得相应的结论# 

命题 7  当 ( a, b , d, e) I Ah , Bh , Ch , A
c
g 时,第三象限亦存在一个周期环域(如图 6)# 这

些周期轨所对应的Hamilton量满足,当( a, b , d , e) I ( Acg ) 时, - ] < h < H (P- ) ;当( a, b ,

d , e) I Ah , Bh , Ch 时,H (P- ) < h < + ] # 

图  1                   图  2

图  3                   图  4

命题 8  记系统( 9)的第三象限的三个奇点依次为 P1, P2, P3,则当( a , b, d, e) I Ce , C
c
b ,

C
c
a, C

c
d 时, 第三象限存在一个同宿闭轨, 其内部被围绕中心的周期闭轨所填满,且这些周期闭

轨所对应的Hamilton量满足:

当 ( a, b , d , e) I ( C
c
a ) 时, H (P 3) < h < H (P 2) , P2是中心;
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图  5                   图  6

图  7                   图  8

当 ( a, b , d , e) I C
c
b 时, H ( P1) < h < H ( P2) , P1 是中心# 

当( a, b , d, e) I ( C
c
d ) 时, H ( P3) < h < H ( P2) , P3 是中心, ; (如图 7)

当 ( a, b , d , e) I Ce 时, H (P 1) < h < H (P 2) , P 1是中心# (如图 8)# 

对于系统( 9)在第三象限内的奇点,除了命题 7, 8中讨论的情形外,还有如下的情况:

1) 当 ( a, b , d, e) I Be 时, a = 1/ e , (9) 的在第三象限内的奇点(- 1/ e , - 1/ e) 是尖

点# 

2) 当 ( a, b, d , e) I A a, A b , A c , Ad , A e , Af , Ba, Bb , Bc , Bd , Bf , Bg, C
(1)
a , C

( 2)
a , C

(3)
a , C

(4)
a ,

C
(5)
a , A

d
g , C

d
d , C

d
b , Cc, Cf , Cg ,时,系统(9) 在第三象限内只有一个奇点,且是高阶鞍点# 

3) 当 ( a, b, d, e) I ( C
(6)
a ) 时,系统(9) 在第三象限内有两个奇点,也是两个高阶鞍点# 

4) 当 ( a, b, d, e) I ( C
(7)
a , ( C

(8)
a )时,系统(9) 在第三象限内有三个奇点,是三个高阶鞍点# 

3  总   结

由于( 7)的不变曲线族的几何意义就是( 9)所定义的Hamilton向量场的积分曲线, 故( 9)的

轨线的动力学行为决定了映射( 7)的解的收敛性及振动的性质# 实际上, 对应于( 9)的中心点

P+ ,映射(4) (与(7) 只相差一个常数) 的任何初始点异于 P+ 的离散轨道不可能收敛于此点,

而以 P+ 为中心的周期环域对应着(4) 的一个不变区域 # 即当(4) 的初始点位于此不变区域

中时,由(4) 的初始点出发的离散轨道一定绕着 P+ 振动# 对应于(9) 的鞍点, 尖点,或有双曲

扇区的高次奇点 P- ,若(4) 的初始点在 P- 的稳定流形上时, (4) 的由此点确定的离散轨道将
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收敛于此点# 

总结以上, 对应于( 4)有:

定理  映射( 4)的不变曲线有以下三类:

� ) 第一象限恒存在( 4)的一个由( 9)的周期环域构成的不变区域# 

� ) 第一、三象限分虽存在( 4)的一个由( 9)的周期环域构成的不变域# 

� ) 第一象限恒存在( 4)的一个由( 9)的周期环域构成的不变区域及第三象限存在一个

( 4)的由( 9)的一条同宿轨及其内部所包围的周期轨族构成的不变域# 

在这些不变区域中, 映射( 2)或( 4)的所有解将围绕着( 9)的平衡点振动,如图5~ 8所示# 
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Bifurcations of Invariant Curves of a Difference Equation

HETian_lan

( Institute of Science , Kunm ing Univ er sity of Science and

Technology , Kunm ing 650093, P R Chin a )

Abstract: Bifurcation of the invariant curves of a difference equation is studied. The system defined

by the difference equation is integrable, so the study of the invariant curves of the difference system

can become the study of topological classification of the planar phase portraits defined by a planar

Hamiltonia system. By strict qualitative analysis, the classification of the invariant curves in parameter

space can be obtained.

Key words: difference equation; Hamiltonian system; invariant curve
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