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摘要 :  1982 年,关于带有双侧共振的 Duffing 方程周期解的存在性问题, 丁同仁采用像平面分析法

给出了一个基本定理# 该文使用 Leray_Schauder延拖原理给出一个简化证明# 
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1982年丁同仁在[ 1]中讨论了周期边值问题

  xd+ g( x ) = p ( t ) , (1)

  x (0) - x (2P) = 0 = xc(0) - xc(2P) (2)

解的存在性,给出了下述定理

定理 1  假设

1) 存在非负整数 m 使得当 x I R时有

  m
2 [ gc( x ) [ ( m + 1)

2# (3)

2) p I C(0, 2P) , p (0) = p (2P) ,并且下述两条件之一成立:

  Q
2P

0
p ( t ) v ( t )dt = 0, (4)

这里 v( t ) = coskt , sinkt ( k = m, m + 1) ;或

  B= :min sup | g( x ) - m
2
x | , sup | g ( x ) - ( m+ 1) 2

x | = + ] # (5)

则边值问题( 1) ( 2)至少有一个解# 

注:当( 3) , ( 4)同时成立时,我们不失一般性可假设

  g (0) = 0, B> 0# (6)

事实上当 B= 0时, 我们有或者 g( x ) = m2x 或者g ( x ) = ( m + 1) 2x 成立# 此时边值问题显然有解存在# 

为了完成上述定理的证明,原文作者使用了一类扭转映射的不动点定理# 本文借鉴文[ 2

~ 3]的方法使用 Leray_Schauder 延拓原理,给出这一基本定理的一个较为简短的证明# 

引理 2  假设 x = v( t ) 是边值问题
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  xd+ n
2
x = 0,

  x (0) - x (2P) = 0 = xc(0) - xc(2P)

的非平凡的解;

  vj
]
j= 1 < W

2, 1
0 ( 0, 2P) = : v : [ 0, 2P] y R | vd I L

1
(0, 2P) , x = v( t ) 满足(2) 使

得 vj y v(在 C
1
(0, 2P) 中)# 

则存在 w j
]
j = 1 < W

2, 1
0 (0, 2P) 使得 | wj - v | 1 y 0, w j ( t ) v j ( t ) \ 0,对于 a. e. t I (0, 2P) , j =

1, 2, ,,并且

  Q
2P

0
w j ( t ) [ v

d
j ( t ) + n

2
vj ( t ) ] dt = 0   ( j = 1, 2, ,)# 

证明  不失一般性假设 v(0) X 0, v( t ) = sin( nt + D) ,则 v在(0, 2P) 上恰有2n个零点# 

记它们为 0 < t 1 < t2 < , < t 2n < 2P# 易见

  P/ n = t i+ 1 - ti   ( i = 1, 2, ,, 2n - 1)# 

既然 | v j - v | 1 y 0,则当 j 充分大时vj 在(0, 2P) 上恰有 2n个零点,记为 0 < t
( j )
1 < t

( j )
2 < ,

< t
( j )
2n < 2P并记 l = P/ n, l

( j)
i = t

( j )
i+ 1 - t

( j )
i , i = 1, 2, ,, 2n - 1,则有

  t
( j )
i y ti , l

( j )
i y l   (当 j y ] )# 

当 i = 1, 2, ,, 2n, l
( j )
2n = 2P- t

( j )
2n + t

( j )
1 # 

令 v( t ) = v( s ) 当 t I/ [ 0, 2P] ,这里 s I [ 0, 2P) , ( t - s ) / 2P是整数# 记

  vj, i ( t ) = v
1

l
( j )
i

( t - t
( j)
i ) + ti   ( t I ( t

( j )
i , t

( j)
i+ 1) )

  vj, i ( t ) = 0   (其它, i = 1, 2, ,, 2n - 1) ;

  vj, 2n( t ) = v
l

l
( j )
2n

( t - t
( j )
2n ) + t 2n   ( t I ( t

( j)
2n , 2P) ) ,

  vj, 2n( t ) = v
l

l
( j )
i

( t + 2P- t
( j)
2n ) + t2n   ( t I (0, t

( j )
1 ) ) ,

  vj, 2n( t ) = 0   (其它)# (7)

经过简单计算可得

  Q
2P

0
vj , i ( t ) [ v

d
j ( t ) + n

2
vj ( t ) ] dt = ( l

( j )
i - l) A( j )

i , (8)

这里

  A( j )
i y n

2   (当 j y ] , i = 1, 2, ,, 2n) , (9)

并且

  vj, i ( t ) vj ( t ) \0   (当 t I [ 0, 2P] , i = 1, 2, ,, 2n) , (10)

这里 j 充分大# 记

  

I
+
j = i = 1, 2, ,, 2n | l

( j )
i > l ,

I
-
j = i = 1, 2, ,, 2n | l

( j )
i < l ,

I
0
j = i = 1, 2, ,, 2n | l

( j )
i = l ,

可得 I
+
j G I

-
j G I

0
j = 1, 2, ,, 2n # 令 cj = 1当 I

+
j 为空集,而当 I

+
j 非空时, cj 满足

  E
i I I

+
j

( l
( j )
i - l) A( j )

i + cj E
i I I

-
j

( l
( j )
i - l ) A( j )

i = 0# (11)

由( 9)可得当 j y ] 时有
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  E
i I I

+
j

( l
( j )
i - l) A( j )

i / E
i I I

+
j

( l
( j )
i - l) n

2 y 1# 

于是

  cj y 1   (当 j y ] )# 

记

  w j ( t ) = E
i I I

+

j
G I

0

j

vj , i ( t ) + E
i I I

-

j

vj , i ( t ) cj# 

注意到

  E
i I I

+
j

( l
( j )
i - l) + E

i I I
-
j

( l
( j)
i - l) = 0,

容易验证引理的结论得到满足# 证毕# 

定理 1的证明  由Leray_Schauder 延拓原理,只须证明下述辅助问题的解在空间 C
1
(0, 2P)

的模 | #| 1之下是有先验界的:

  xd+ (1 - K) ax + K[ g ( x ) - p ( t ) ] = 0   ( K I (0, 1) ) ,

  x (0) - x (2P) = 0 = xc(0) - xc(2P)

这里 a =
1
2

[ m
2
+ ( m + 1) 2

]# 

使用反证法# 假设存在 xj < W
2, 1
0 (0, 2P) , | xj | 1 y+ ] , Kj < (0, 1) 满足

  x
d
j + (1 - Kj ) axj + Kj [ g ( xj ( t ) ) - p ( t ) ] = 0, (12)

  xj ( 0) - xj (2P) = 0 = x
c
j (0) - x

c
j (2P) (13)

令

  yj ( t ) = xj ( t ) / | xj | j ,

  qj ( t ) = g ( xj ( t ) ) / xj ( t )   (当 xj ( t ) X 0) ,

  qj ( t ) = a   (当 xj ( t ) = 0) ,

  N( t ) = (1 - Kj ) a + qj ( t ) Kj ,

  hj ( t ) = Kj ( g ( xj ( t ) ) - qj ( t ) xj ( t ) - p ( t ) )# 

由假设条件( 3) , 存在 N0 I L
]
(0, 2P) 满足 m

2 [ N0( t ) [ (m + 1) 2 对 a. e. t I (0, 2P) 成立,

并且 Nj y N0(通过选取适当的子列,仍记为本身) 在 L
2
(0, 2P) 中成立; 存在 �h I L

]
(0, 2P) 满

足

  | hj ( t ) | [ �h( t )   ( a. e. t I (0, 2P) , x I R)# 

而且( 12) , ( 13)可以写成等价的形式

  
y

d
j + Nj ( t ) yj + | xj |

- 1
1 hj ( t ) = 0,

yj ( 0) - yj (2P) = 0 = y
c
j (0) - y

c
j (2P)# 

(14)

由Ascoli_Arzela定理我们有 | yj - y 0 | 1 y 0对某个 y 0 I C
1
(0, 2P) 成立(通过选取适当的子

列)# 对(14) 两端积分并取极限可得

  y
d
0 + N0( t ) y 0 = 0,

  y 0(0) - y 0(2P) = 0 = y
c
0(0) - yc0(2P)# 

由此可知 N0 = m
2或者 N0 = ( m+ 1) 2# 假设 N0 = m

2
,由引理 2存在 w j < W

2, 1
0 (0, 2P) 满足

| wj - y 0 | 1 y 0, wj ( t ) yj ( t ) \ 0, t I [ 0, 2P] ,并且

  Q
2P

0
[ y

d
j ( t ) + m

2
yj ( t ) ] wj ( t )dt = 0   ( j 充分大)# 
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注意到 yj = xj / | xj | 1, 将 w j ( t ) 乘以(12) 两端并在(0, 2P) 上积分可得

  Q
2P

0
[ g ( xj ( t ) ) - m

2
xj ( t ) - p ( t ) ] w j ( t )dt = 0   ( j 充分大)# 

令 g1( x ) = g ( x ) - m
2
x ,由(3) 和 Fatou引理可得

  Qy
0
( t )> 0

g1(+ ] ) y 0( t )dt + Qy
0
( t )< 0

g0(- ] ) y 0( t ) dt - Q
2P

0
p ( t ) y 0( t )dt [

      lim inf
j y ] Q

2P

0
[ g( xj ( t ) ) - m

2
xj ( t ) - p ( t ) ] w j ( t )dt [ 0# 

显然这既与( 3) ( 5)矛盾,也与( 3) ( 4) ( 6)相矛盾# 定理证完# 
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A Simplified Proof to a Theorem by DINH Tongren on

Periodic Solutions of Duffing Equations

DONG Yu_jun1, 2

( 11Depa rtment of Mathema tics , Nan jin g Norm al Un iver sity , Nanjin g 210097, P R China ;

21Nanka i Institute of Mathema tics , Nankai Un iver sity , Tianjin 300071, P R China )

Abstract: In 1982, DING Tongren gave a basic theorem about existence of periodic solutions of Duff-

ing equations with double resonance. A simplified proof will be given by making use of the Leray_

Schauder principle.
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