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摘要 :  主要研究由低维混沌时序所确定的非线性动力系统的预测方法及其应用# 在国外学者研

究工作的基础上,应用一种非线性混沌模型在相空间内对时序进行重构工作, 先通过改进的最小

二乘方法来估计模型的参数,满足一定精度后, 再采用最优化方法来估计模型的参数, 并用所求得

的混沌时序模型在其相空间内对时序的未来值进行预测# 给出了非常有代表性的实例对文中模

型和算法进行验证# 结果发现采用该算法能较准确地求得模型的参数, 在相空间中对混沌时序进

行预测,将传统方法中的外推变成了相空间中的内插,及选取最佳的模型阶数等工作都能增加预

测的准确程度,且混沌时序不可能进行长期的预测# 
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引   言

现实问题中大量的时序问题都归属于非线性混沌时序问题, 实践证明无论是用低阶的还

是用高阶的线性模型都无法去描述非线性混沌时序# 所以广泛地开展用非线性混沌模型去研

究低维混沌时序就变得越来越重要,最近十几年来国内外学者用神经网络理论[ 1] ,小波理论[ 2]

等对非线性时序开展了研究, 并取得了一定的成果# Martin Casdagli[ 3] , 和 M E Davies[ 4] Alexet

Potapov
[ 5]
等人

[ 6~ 15]
分别对混沌时序的建模及预测开展了初步的研究# 由于混沌吸引子的内

在行为具有相当的不规则性及混沌吸引子具有十分复杂的几何结构,且不同的混沌吸引子具

有的复杂结构也各不相同# 所以一般来说,不同的混沌实测数据应该建立不同的混沌模型# 

但至今对各种描述不同混沌时序的混沌模型的优劣还未完全弄清楚,这一问题还有待于进一

步的研究# 本文主要研究由低维混沌时序所确定的非线性动力系统的预测方法及其应用# 在

国外学者研究工作的基础上, 应用一种非线性混沌模型在相空间内对时序进行重构工作,先通

过改进的最小二乘方法来估计模型的参数,满足一定精度后,再采用最优化方法来估计模型的
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参数,并用所求得的混沌时序模型在其相空间内对时序的未来值进行预测# 我们给出了非常

有代表性的实例对本文模型
[ 16]
和算法进行验证# 结果发现采用本文的算法能较准确地求得

模型的参数,在相空间中对混沌时序进行预测将传统方法中的外推变成了相空间中的内插,及

选取最佳的模型阶数等工作都能增加预测的准确程度,且混沌时序不可能进行长期的预测# 

1  模型的提出

令我们所得到的混沌时序 x 1, x 2, x 3, ,, xN 其中x i的采样时间为Si , i = 1, 2, 3, ,, N# $S

= Si+ 1- Si 满足最佳时间采样间隔,且根据文献[ 8] 的结论假设其最佳嵌入维数为 m, 则可以

在其相空中重建 m 维向量 v ( n) , 其满足(1) 式:

  v ( n) = ( x n, x n+ 1, x n+ 2, ,, xn+ m- 1)  ( n = 1, 2, ,, N - m+ 1) , (1)

基坐标框架由文献[ 7]中( 47)式确定# v( n ) 确定以后, 即:

  v (1) , v (2) , v( 3) , ,, v(N - m+ 1) (2)

确立以后,怎样用( 2)式来预测 v (N - m + 2) , v (N - m + 3) , ,, (其对应混沌时序中的 xN+ 1,

xN+ 2, ,) ,是必须要解决的核心问题# 假设 R
m 上的函数F 和参数

  a = ( a1, a2, a3, ,, ap) (3)

满足( 4)式:

  v ( n + 1) = F ( v( n ) , a)# (4)

如果已经得到了,映射 F ( v, a) 和已知 R
m 上的向量 v ,我们就可以得到:

v y v(1) = F( v , a) ,

v(1) y v(2) = F ( v(1) , a) = F (F ( v , a) , a) = F
2
( v , a) ,

v(2) y v(3) = F ( v(2) , a) = F (F ( v (1) , a) , a) = F
2
( v(1) , a) = F

3
( v , a) ,

v(3) y v(4) = F ( v(3) , a) = F (F
2
( v(1) , a) , a) = F

3
( v(1) , a) = F

4
( v, a) ,

,   ,    ,

v( n) = F( v( n - 1) , a) = F( F ( v( n - 2) , a) = ,= F
n- 1

( v(1) , a) = F
n
( v, a)# 

(5)

选择映射函数 F( v , a) 如(6) 式所示:

F ( v, a) = E
N- 1

n= 1

v ( n + 1)f R( v , v( n) , a) , (6)

这里 v ( n) 是由式(1) 所确定的 m 维时序向量# f R( v, v( n) , a) 是由式(7) 所确定的 R
m维空

间上的迭代映射# 

f R( v, v( n) , a) =

   
exp[- | v - v( n) |

2
/ R] a1+ a2 v( n) ( v - v( n) ) + E

p

k= 3
ak( | v - v( n) |

2
/ R) mk

E
N- 1

n= 1
exp[- | v - v ( n) |

2
/ R] a1+ E

p

k= 3
ak( | v - v( n) |

2
/ R)

m
k

, (7)

a是 p 维时序向量, mk 为正整数, R为时序 x ( n)  ( n = 1, 2, ,, N ) 的均方差# 

建立如下的预测映射:

v( m + 1) = E
L

k= 1

XkF ( v( m) , a) = E
L

k = 1

X kF
k
( v( m - k + 1) , a) , (8)
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这里 L 的值可取成时序的最佳嵌入维数m# (8) 式中的每一迭代项为 Xkvn( m + 1) ,这就要求

X k 应满足(9) 式

  E
L

k= 1

Xk = 1# (9)

为了保证预测的准确性这里要求: X j \ X j+ 1# (10)

通过( 11)式来求参数 a = ( a1, a2, a3, ,, ap ) 和参数 X = (X 1, X 2, ,, XL)

C (X , a) =
E
N- 1

n= L

| v ( n + 1) - E
L

k= 1

XkF
k
( v ( n - k + 1) , a) | 2

E
N

n= 1
| v ( n) # v( n) |

2

# (11)

由( 7)式可以看出如果已知 R
m上的向量 v 和已知的相空间中的第 n 个向量 v ( n ) 相等则

f R( v, v( n) , a) = 1;反之,若 | v - v( n) | 非零,则 f R( v, v ( n) , a) 下降的很快# 

2  模型参数辨识方法

为了求得( 11)式中的各参数本文采用改进的非线性系统最小二乘算法[ 7]进行参数辨识,

其具体过程如下:令带有白噪声及多维控制输入的非线性系统模型写为:

v( m + 1) = f [ v (m ) , U( m ) , D( m) , m ] + Em , (12)

这里   D = [ X, a] = [ X 1, X 2, ,, XL , a1, a2, a3, ,, ap ]
T
, (13)

  D( m) = [ X( m) , a( m) ] = [ X 1m , X 2m , ,, XLm , a1m, a2m , a3m , ,, apm ]
T
, (14)

其中 v ( m) , U(m ) 分别表示到时刻 m 为止的系统输出集合和系统输入向量集合, D表示系统

的未知参数向量, f [ ,] 表示已知形式的非线性函数, Em是白噪声,上标T 表示转置, N 为样本

值# 一般的最小二乘准则为:

J 1( D) = E
N+ 1

i= 1

f i [ v( m - 1) , U( m - 1) , D( m- 1) , m - 1] - v( i )
2
, (15)

但在对( 15)式目标函数 J 1( D) (非线性情况下) 对 D求极小值的过程中会出现病态情况,会使

算法无法进行或收敛速度过慢等# 为此文献[ 7] 建议将 J 1(D ) 改写成(16) 式形式# 

J 2( D) = E
N+ 1

i= 1

f i [ v( m - 1) , U( m - 1) , D( m- 1) , m - 1] - v( i )
2
+

L+D - D̂ ( m) +2
, (16)

由( 16)式可以求得关于 D 的极小值# 

D̂ (m + 1) = D̂ ( m) + [ LI + ( 7
T
( D̂( m ) ) )

2
]
- 1
7 ( D̂( m) )

T
[ V( N + 1) -

FN+ 1( v (N) , U(N ) , D̂( m) , N) ] , (17)

其中 7 ( D̂ (m ) ) 是 FN+ 1 在 D̂ ( m) 处的 Jacobi矩阵# 不难看出当 L y ] 时算法变成最速下

降法# 

J 1( D) 达到一定精度后再将所得到参数值作为新的识别问题的初值,计算表明,这样一来

能增加参数识别的精度# 则参数识别问题变为问题# 

min
D
f ( D) = C( X, a)   (这里 D 见(13) 式) (18)

耗散函数 f ( D) 是向量 D 的连续可微函数,其导数为:

f̈ ( D) =
5f ( D)
5X1

,
5f ( D)
5X2

, ,,
5f ( D)
5XL

;
5f ( D )
5a1

,
5f ( D)
5 a2

, ,,
5f ( D )
5ap

T

, (19)
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记    f̈ ( D̂k) = f̈ ( D) | D= D̂
k
# (20)

参数的识别过程如下:

步骤 1:置初值 D̂0, k = 0,拟对称正定的Hessian矩阵的初值矩阵 H0,控制误差 E, (取H 0

= E ) ,转步骤 2;

步骤 2:计算 f̈ ( D̂k) ,并求搜索方向 Pk = - H k f̈ ( D̂ k)
T
转步骤 3;

步骤 3: 以 D̂ 为新的起始点, 求一维搜索问题min
K> 0

( D̂k + KPl ) = f ( D̂ + KkPk) 得 Kk置 D̂k+ 1

= D̂k + Kkdk ,转步骤 4;

步骤4: 若 +D̂k+ 1- D̂k + [ E,置 D̂ = D̂k+ 1,迭代结束,则求出了最优解# 否则转步骤 5;

步骤 5:计算 f̈ ( D̂k+ 1) , 令: yk = f̈ ( D̂k+ 1) - f̈ ( D̂k )
T
,

sk = D̂k+ 1 - D̂k ,

实验数据的修正 Hk 阵为Hk+ 1 = H +
s
S
k

s
T
yyk

-
Hkyky

T
kH k

y
T
kHkyk

  k + 1 ] k ;

步骤 6:若 k = n, 则 D k ] D̂0,转到步骤 1,若 k < n, 则转向步骤 3;

步骤 6中保持共轭方向的优越性, 一般迭代 n 次后就要重新开始, 即令 H 0 = E , D̂0 =

D̂n# 

3  计算结果

取如下2组数据(限于篇幅)对本文的算法进行验证

第1组对Lorenz系统

Ûx = R( y - x ) ,

Ûy = - xz + rx - y ,

Ûz = xy - bz ,

取 R= 10, r = 131926, b = 8/ 3同缩分岔的情况,前 1 000点作为暂态点去掉,把后6 000点作

为第1组原始数据点# 其( x n, xn+ 1) 相图如图1( a) ,其( x n+ 1, xn+ 2) 相图如图1(b) ,其( x n, x n+ 2)

相图如图 1( c) ,其( x n, x n+ 1, x n+ 2) 相图如图 1(d)# 在此参数状态下, Lorenz系统为标准同缩分

岔的情况, 两同缩轨道为边界的两片叶子组成, 这两片叶子只交于唯一的平衡点 p , 因此任何

其中一片叶子的轨道都不可能到达另一片叶子, 因此由此轨道组成的集合 Ap 不是吸引集,这

在图 1(d) 中表现的非常清楚,其它复杂的情况如:

a) 集合 A p 含有两个吸引子的情况,

b) 集合 Ap 含有倍周期分岔的情况,

( a) 第 1组数据的 ( x n , x n+ 1) 相图       ( b) 第 1组数据的 ( x n+ 1 , x n+ 2 )相图
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( c) 第 1 组数据的 ( xn , xn+ 2) 相图       ( d) 第 1 组数据的 ( xn , xn+ 1, xn+ 2 )相图

图  1

c) 集合 A p 含有吸引盆的情况,

d) 集合 Ap 含有预湍流区域等的情况因涉及到更深的现代数学及优化理论知识, 处理起

来比较困难,我们将在以后的工作中陆续报道# 

第2组  用我们所得到的混沌经济数据 6 000点作为实验数据, 其时间历程图如图 2,其

( x n, xn+ 1, x n+ 2) 相图如图 3# 经多次反复计算比较发现:对本文选取的非常有代表性的 2组数

据, 预测模型(8) 中取(9) 式模型阶数 L 为最佳嵌入维数m,或 m+ 1,其预测结果较为准确,反

之,若 L 再增加或减少,则误差 C( X, a) 都再直线增加# 

图 2  第 2组经济数据的时间历程图

图 3 第 2组经济数据的

( x n, x n+ 1, x n+ 2 )相图

1) 对Lorenz系统其 m = 3,本文取L = 3, p = 4, mk

= 2, 样本点 N = 409 6(点) , 计算中得到: C ( X, a) =

21372 4 @ 10- 5
, X 1 = 01685 68, X2 = 01185 762, X 3 =

01128 558, a1 = 431679 78, a2 = 01034 977, a3 = 61927
302, a4 = - 01109 752# 用这组参数进行预测得到相对

误差不超过35% 的预测值长度NY = 103,其预测值( xn ,

xn+ 1, x n+ 2) 的相图如图 4( a) 所示, 其样本值、预测值( x n,

xn+ 1, xn+ 2) 的混合相图如图 4(b) 所示# 

2) 对第2组经济数据混沌的情况其 m = 4(根据文

献[ 9] 的结论) ,本文取 L = 5, p = 6, mk = 3,样本点 N

= 4 000(点) ,计算中得到:

C (X, a) = 61193 576 @ 10- 4
, X1 = 01414 437, X 2 = 01257 96, X 3 = 01150 832,

X 4 = 01106 023, X 5 = 01070 748, a1 = 371064 23, a2 = 01040 201, a3 = 61293 25,

a4 = - 01776 3, a5 = 21722 48, a6 = 01025 936# 

用这组参数进行预测得到相对误差不超过 35% 的预测值长度NY = 93, 其预测值( xn ,
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xn+ 1, xn+ 2) 的相图如图 5( a) 所示, 其样本值、预测值( xn , x n+ 1, x n+ 2) 的混合相图如图 5(b)

所示# 

( a) 第 1组数据预测值          ( b) 第 1 组数据样本值,预测值

( xn , xn+ 1, x n+ 2) 的相图 的( x n+ 1, x n+ 2 )混合相图

图  4

( a) 第 2 组数据预测值          ( b) 第 2 组数据样本值, 预测值的

( x n , x n+ 1 , x n+ 2 ) 的相图 ( x n, x n+ 1 , x n+ 2 )混合相图

图  5

4  结   论

1) 随着样本值 N 的变化,预测模型中参数 XL , ap 也发生一定的变化,但只要 N 大于低维

混沌时序样本值所要求的粗略的估计值(见文献[ 8] , C ( X, a) 的变化就在所允许的良性范围

内# 

2) 模型阶数 L 取最佳嵌入维数m, 或 m+ 1,其预测结果较为准确, 反之,若L 再增加或减

少则误差 C( X, a) 都再直线增加,预测值便不再准确# 

3) p 值和mk值的选择目前在理论上无法给出定论,但作者反复研究了多个低维混沌时序

发现该模型中 p 一般在 3到 6范围内取值; mk一般在 2到 4范围内取值,否则会导致预测精度

下降、预测长度减小以及再次加大参数辨识的难度等相关问题的发生# 

4) 若用预测模型中的同一参数 XL , ap 值则不可能进行长期的时序预测, 反之, 当预测误

差大于实际问题所允许的范围时, 样本值中加入新产生的时序真值, 则可以重复前一过程继续

预测# 

5) 对各种描述不同混沌时序的混沌模型的优劣还未完全弄清楚,这一问题还有待于进一
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步的研究# 
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Abstract: The prediction methods and its applications of the nonlinear dynamic systems determined

from chaotic time series of low dimension are discussed mainly. Based on the work of the foreign re-

searchers, the chaotic time series in the phase space adopting one kind of nonlinear chaotic model

were reconstructed. At first, the model parameters were estimated by using the improved least square

method. Then as the precision was satisfied, the optimization method was used to estimate these pa-

rameters. At the end by using the obtained chaotic model, the future data of the chaotic time series in

the phase space was predicted. Some representative experimental examples were analyzed to testify

the models and the algorithms developed in this paper. The results show that if the algorithms deve-l

oped here are adopted, the parameters of the corresponding chaotic model will be easily calculated

well and true. Predictions of chaotic series in phase space make the traditional methods change from

outer iteration to interpolations. And if the optimal model rank is chosen, the prediction precision will

increase notably. Long term superior predictability of nonlinear chaotic models is proved to be irra-

tional and unreasonable.
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