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精细积分区段混合能矩阵的一种计算方法
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摘要:  根据结构力学与最优控制的模拟理论中阐述的各混合能矩阵的力学意义, 介绍了一种利

用微分方程组的状态转移矩阵计算区段混合能矩阵的方法, 其计算结果与泰勒级数展开法是一致

的# 
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1  问题的提出

用精细积分法求解LQ控制问题中的黎卡提方程时,需要首先计算区段混合能矩阵, 一般

都是用泰勒级数展开法# 

黎卡提方程的求解是最优控制中的关键环节之一# 在结构力学与最优控制模拟理论基础

上所发展的精细积分法可以准确高效地求解黎卡提微分方程或代数方程# 以 LQ控制为例,

系统方程为
[ 1]

  Ûx = Ax + Bu, x(0) = x0, (1)

其中 x为n维状态向量, u为p 维输入向量; A, B为相应维数的定常矩阵,且( A, B) 可控# 性

能指标为

  J =
1
2
x
T
f sf xf +

1
2Q

t
f

0
( x

T
Qx + u

T
Ru)d t , (2)

其中 xf = x( tf ) , Q, sf为半正定阵, R为正定阵# 实现最优控制需要通过选择 u( t ) ,使泛函J

= J ( u) 达到最小# 满足条件的最优控制可以表示为

  u ( t ) = - R
- 1
B
TK( t )# (3)

  K( t ) = P ( t ) x( t ) , (4)

其中 K( t ) 为协态变量,而 P( t ) 是如下黎卡提矩阵微分方程的解

  
ÛP( t ) = - P( t ) A - A

T
P( t ) + P( t ) BR

- 1
B
T
P( t ) - Q,

P( tf ) = sf# 
(5)

用精细积分法求解上述方程时,需首先定义区段 ( ta , tb) 的混合能
[ 2]# 为此令 ta, t b 时刻
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的状态和协态分别为xa = x( t a) , Ka = K( ta ) , xb = x( tb) , Kb = K( tb )# 区段( ta, t b) 的混合

能为

  V( xa , Kb) = KTbxb - Q
t
b

t
a

KTÛx -
1
2
x
T
Qx - KT Ax +

1
2
KTBR- 1

B
T K dt# (6)

因为 V( xa , Kb) 是 xa 与 Kb 的二次式, 所以可以表示为

  V( xa , Kb) = KTbFxa+
1
2
x
T
aExa-

1
2
KTbGKb , (7)

其中 F, E, G就是n @ n阶的区段混合能矩阵,它们与矩阵 A、BR- 1
B
T及 Q有关,并满足微分

方程[ 2, 3]

  dE
dS

= Q + A
T
E + EA - EBR

- 1
B
T
E , (8)

  dG
dS

= FBR
- 1
B
T
F
T
, (9)

  dF
dS

= ( A - GQ) F , (10)

其中 S = tb - t a,而 t a y t b 时有

  E y 0, G y 0, F y I# (11)

将方程( 8)的时间差倒过来,就与黎卡提方程( 5)一致# 因此计算矩阵 E ,也就是求解黎卡提方

程# 

2  区段混合能矩阵的计算

求解微分方程( 8)的混合能矩阵 E ,需首先计算基本区段的混合能, 然后按区段合并公式

递推进行即可# 设基本区段长度为时程积分的步长 G,再将其划分为 m = 2
N
段, 一般取N =

20, 则 m = 1048576, 相应于

  S = G/ 2N U G# 10- 6# (12)

如果能够求出长为 S区段的混合能矩阵E, G, F, 就可以按区段合并公式递推N 次得到长为G

的区段的混合能矩阵,因此,求区段 S的混合能矩阵是第一步# 按泰勒级数展开法求这些矩

阵是这样进行的,将 E, G, F作泰勒展开[ 2]

  E( S) U e1S+ e2S
2
+ e3S

3
+ e4S

4
, (13)

  G( S) U g1S+ g2S
2
+ g3S

3
+ g4S

4
, (14)

  F( S) U I + f 1S+ f 2S
2
+ f 3S

3
+ f 4S

4# (15)

将上述方程代入( 8) , ( 9) , ( 10)中,比较各幂次, 可得

  e1 = Q,  g1 = BR
- 1
B
T
,  f 1 = A , (16a)

  e2 =
1
2
( A

T
Q+ QA) ,  g2 =

1
2
( Ag1+ g1A

T ) ,  f 2 =
1
2
( A

2
- g1Q) , ( 16b)

  
e3 =

1
3 ( f

T
2Q+ Qf 2+ A

T
QA) ,  g3 =

1
3 ( f 2g1+ g1f

T
2 + Ag1A

T
) ,

f 3 =
1
3
( Af 2- g2Q- g1QA) ,

(16c)

  e4 =
1
4
( f
T
3Q+ Qf 3+ A

T
Qf 2+ f

T
2QA) ,  g4 =

1
4
( f 3g1+ g1f

T
3+ f 2g1A

T
+ Ag1f

T
2) ,

494 高 索 文   吴 志 刚   王 本 利   马 兴 瑞



  f 4 =
1
4
( Af 3- g3Q- g2QA - g1Qf 2)# ( 16d)

很明显 ei , g i ( i = 1, 2, 3, 4) 为对称阵# 只要按上式求出各项泰勒展开的系数,就可以得到区

段 S的混合能矩阵E, G, F的近似解# 由于取到 S4,相对误差已经是 O( S4) ,所得泰勒级数近

似解已经不会在计算机上引起实质的误差# 这就是求区段 S的混合能矩阵的泰勒级数展开

法, 然后按区段合并公式递推 N 次即可得到长为G的区段混合能矩阵
[ 2, 3]# 区段合并公式为:

Ec = E + F
T
( E

- 1
+ G)

- 1
F ,  Fc = F( I + GE)

- 1
F,

Gc = G+ F( G
- 1

+ E)
- 1
F
T
,

其中 E c, Gc , F c表示由两个 S区段合并为 2S区段的混合能矩阵,递推执行 N 次,即可得到长

为 S# 2N 区段的混合能矩阵# 

根据结构力学与最优控制的模拟理论,区段 ( ta , tb) 可以看作一个子结构, 这样 G 矩阵就

是子结构在 ta 端夹住时, tb 端的柔度阵# E阵是 t b端完全自由时,在 ta 端的刚度阵# F阵是

当 t b 端完全自由时, 在 ta 端给出单位位移时在 tb 端发生的位移,即位移的传递阵
[ 2]# 根据上

述解释,可以给出一种根据各矩阵的物理意义计算 E, G, F 的方法# 

考察导出黎卡提微分方程( 5)的两端边值问题

  
Ûx
ÛK

=
A - BR

- 1
B
T

- Q - A
T

x

K
# (17)

此线性微分方程组的状态转移矩阵为

  5 ( t , 0) = e
Ht
, (18)

其中   H =
A - BR

- 1
B
T

- Q - A
T # (19)

从而有  
x ( t )

K( t )
= e

Ht x (0)

K(0)
# (20)

按照结构力学与最优控制的模拟关系,状态向量 x对应于结构的位移,协态向量 K对应于

结构的内力# 因此, 上式也可以认为是子结构链中位移与内力的传递变换关系# 如图1所示

的区段 S,其中的状态向量和协态向量有如下关系

图 1  区段示意图

  
x ( S)

K( S)
= e

HS x(0)

K(0)
# (21)

计算状态转移矩阵 e
HS可以按文[ 2]# 附录B中所介绍的

2N 类的精细计算方法,也可用其它方法# 设计算结果可以表

示为

  e
HS

=
U1 U2

U3 U4
, (22)

其中 U1, U2, U3, U4为 n维方阵# 现在根据这些条件计算图 1中小区段的混合能矩阵,由上文

所述各矩阵的物理意义,可以按下述步骤计算 # 需指出的是应将状态和协态向量扩充为矩

阵,此时(21) 式仍成立# 即分别用矩阵 X( S) 和 +( S) 代替向量 x( S) 和 K( S)# 

首先令小区段左端为单位位移,右端无外力作用, 则
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X( S)

0
=

U1 U2

U3 U4

In

+ (0)
, (23)

其中 In 为n 阶单位阵# 此时 E 等于左端的力, F 等于右端的位移,因此

  E = + (0) = - U- 1
4 U3, (24a)

  F = X( S) = U1+ U2 + (0) = U1- U2U
- 1
4 U3# ( 24b)

再令左端位移为 0, 右端作用有单位力,则有

  
X( S)

- In
=

U1 U2

U3 U4

0

+( 0)
, (25)

此时 F
T等于左端的力, G 等于右端的位移

  F
T
= +( 0) = - U

- 1
4 , (26a)

  G = X( S) = U2 + (0) = - U2 U
- 1
4 # ( 26b)

这样就求出了 S区段的混合能矩阵E, G, F,而 F 和F
T
可以分别计算互相校验,但,注意有正

负号的差别,这是因为内力的方向不同而致# 

实际上,对于长为 G的区段,亦可同样由上述方法计算# 结果与按泰勒级数展开法求出 S

区段混合能矩阵后再按合并公式经过 N次递推得出G= S# 2N 区段的混合能矩阵在误差范围
内是相同的# 本文的算例正是这样计算的, 因为这样可以减少许多计算量, 求解滤波问题中

的黎卡提方程时也同样可以用本方法[ 4]# 

3  算   例

为了缩短全文长度, 这里只给出了两个算例, 分别用本文的方法及泰勒级数展开法结合合

并公式计算了长度为 G的区段混合能矩阵E( G) , G( G) , F( G)# 从计算结果可以发现两者非

常接近# 而本文方法的计算量远少于泰勒级数展开法# 

算例 1  A =
0 1100

39140 3180
,  BR

- 1
B
T
=

0 0

0 1
,  Q =

1 0

0 0
,  G= 011# 

表 1 混合能矩阵的计算结果

原方法 本文方法

E ( G)
01115 791 230 521 84 01006 576 588 058 41

01006 576 588 058 41 01000 485 515 289 21

01115 791 230 521 87 01006 576 588 058 41

01006 576 588 058 41 01000 485 515 289 21

G( G)
01000 485 515 289 21 01008 421 546 157 39

01008 421 546 157 39 01172 784 140 541 89

01000 485 515 289 21 01008 421 546 157 40

01008 421 546 157 40 01172 784 140 541 96

F ( G)
11232 149 295 942 76 01129 780 031 552 23

51113 077 960 674 02 11725 313 415 841 25

11232 149 295 942 83 01129 780 031 552 25

51113 077 960 674 69 11725 313 415 841 38

算例 2  G= 01050 0,

  A =

- 01337 900 0 01582 100 0 - 01015 788 0 01277 120 0
- 261782 500 0 - 01170 500 0 0 0

- 01118 210 00 - 01305 900 0 - 01005 523 0 01096 940 0
0 0 0 71692 300 0

,
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  BR
- 1
B
T
=

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 10

,  Q =

0 0 0 0

0 100 0 0

0 0 10 000 0

0 0 0 0

# 

 表 2 混合能矩阵的计算结果

原方法( 110E+ 002) * 本文方法( 110E+ 002) *

E ( G)

1_2

列

 01029 107 773 890 04 - 01032 627 494 255 58  01029 107 773 890 06 - 01032 627 494 255 58

- 01032 627 494 255 58 01049 327 803 411 95 - 01032 627 494 255 58 01049 327 803 411 95

01002 249 713 701 87 - 01038 090 188 783 69 01002 249 713 701 88 - 01038 090 188 783 69

01000 185 738 015 73 - 01000 308 930 312 33 01000 185 738 0157 73 - 01000 308 930 312 33

3_4

列

 01002 249 713 701 87  01000 185 738 015 73  01002 249 713 701 88  01000 185 738 015 73

- 01038 090 188 783 69 - 01000 308 930 312 33 - 01038 090 188 783 69 - 01000 308 930 312 33

41996 796 860 985 56 01013 809 842 974 54 41996 796 860 985 55 01013 809 842 975 4

01013 809 842 974 54 01000 053 743 122 18 01013 809 842 97454 01000 053 743 122 18

G( G)

1_2

列

 01000 042 269 588 65 - 01000 020 523 611 76  01000 042 269 588 65 - 01000 020 523 611 76

- 01000 020 523 611 76 01000 010 526 583 78 - 01000 020 523 611 76 01000 010 526 583 78

01000 014 923 716 65 - 01000 007 252 407 65 01000 014 923 716 65 - 01000 007 252 407 65

01005 103 296 005 88 - 01002 267 920 870 09 01005 103 296 005 88 - 01002 267 920 870 09

3_4

列

 01000 014 923 716 65  01005 103 296 005 88  01000 014 923 716 65  01005 103 296 005 88

- 01000 007 252 407 65 - 01002 267 920 870 09 - 01000 007 252 407 65 - 01002 267 920 870 09

01000 005 269 046 38 01001 799 631 300 72 01000 005 269 046 38 01001 799 631 300 72

01001 799 631 300 72 01752 443 107 858 12 01001 799 631 300 72 01752 443 107 858 19

F ( G)

1_2

列

 01964 061 649 023 04  01028 613 968 177 24  01964 061 649 023 04  01028 613 968 177 24

- 11313 627 172 313 49 01972 273 195 178 72 - 11313 627 172 313 48 01972 273 195 178 72

01004 287 158 080 92 - 01015 194 493 647 74 01004 287 158 080 91 - 01015 194 493 647 74

- 01003 499 182 799 34 01006 190 896 921 29 - 01003 499 182 799 36 01006 190 896 921 31

3_4

列

- 01003 477 843 626 86  01016 653 080 421 23 - 01003 477 843 626 87  01016 653 080 421 23

01001 907 884 736 85 - 01010 465 278 991 15 - 01001 907 884 736 85 - 01010 465 278 991 16

01998 769 337 444 38 01005 911 684 906 77 01998 769 337 444 38 01005 911 684 906 77

- 01298 229 667 199 22 11467 757 989 672 08 - 01298 229 667 199 67 11467 757 989 672 09

4  结 束语

黎卡提方程求解时需要首先计算区段混合能矩阵# 本文根据区段混合能矩阵的物理意

义,利用两端边值问题线性微分方程的状态转移矩阵, 给出了一种新的计算方法,可以减少许

多计算量# 数值算例表明方法是有效的# 

[ 参  考  文  献 ]

[1]  解学书. 最优控制理论与应用[M] . 北京: 清华大学出版社, 1986: 297) 301.

497精细积分区段混合能矩阵的一种计算方法



[2]  钟万勰, 欧阳华江,邓子辰. 计算结构力学与最优控制[M] . 大连: 大连理工大学出版社, 1993.

[3]  钟万勰, 钟翔翔. LQ 控制区段混合能矩阵的微分方程及其应用[ J] . 自动化学报, 1992, 18( 3) :

325) 331.

[4]  钟万勰. 卡尔曼_布西滤波的精细积分[ J] . 大连理工大学学报, 1999, 39(2) : 191) 200.

A Computational Method for Interval Mixed Variable

Energy Matrices in Precise Integration
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Abstract: To solve the Riccati equation of LQ control problem, the computation of interval mixed

variable energy matrices is the first step. Taylor expansion can be used to compute the matrices. Ac-

cording to the analogy between structural mechanics and optimal control and the mechanical implica-

tion of the matrices, a computational method using state transition matrix of differential equation was

presented. Numerical examples are provided to show the effectiveness of the present approach.

Key words: precise integration; Riccati equation; optimal control
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