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摘要: � 通过谐波平衡法和数值积分法研究了杜芬方程的 1/ 3 纯亚谐解�� 对参数变化的过渡过程

的敏感性和扰动初始值的过渡过程进行了研究�� 同时,还对谐波平衡法和数值积分法的精度进行

了比较�� 也考虑了亚谐波成分的渐近稳态性��
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引 � �言

在动力学系统的建模中, 常常得到非线性数学方程,对此非线性方程难于给出纯分析解,

多数都是依于数值解法, 因此,找出适合的近似方法研究其系统特性十分重要��寻找一种适合

的过程方法,研究杜芬方程的 1/ 3纯亚谐解的稳定性和吸引性,一直是非线性领域中所关注的

问题��

1 �杜芬方程的纯亚谐解

对无阻尼的杜芬方程:

� � �x + �
2
0x + hx

3
= gcos �t , (1)

存在着一个1/ 3纯亚谐解
[ 1]

:

� � x ( t ) = Acos �
3
t , (2)

式( 2)中的参数必须满足下列条件:

� � A =
3

4g / h, � � = 3 �
2
0+ 2hA

2
/ 4�� (3)

为了用标准的微分方程组初值问题程序,将方程( 1)改成状态方程形式:

� � �x 1 = x 2, � �x 2 = g cos �t - �2
0� x 1- h � x

3
1�� (4)

对给定的系统参数 �0 = 1, h = 1, g = 2,由(3) 可得:

� � A = 2, � � = 6�� (5)

对于给定的初始条件: X0 =
A

0
=

2

0
,通过数值积分计算纯亚谐解��
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2 �谐波平衡法的近似解

虽然,对于无阻尼的杜芬方程可给出一个解析解, 但实际系统总是有阻尼的��因此, 引入

小阻尼:

� � �x + 2�� �x + �2
0� x + h � x

3
= gcos �t�� (6)

上述方程无分析解[ 2]��因此,人们总是基于近似方法定性或定量地确定其解��由前面的分析

解可知:方程( 6)不仅有谐波解, 还存在着纯亚谐解,为此假设解:

� � x ( t ) = a1cos �t + b1sin �t + a1/ 3cos( �t / 3) + b1/ 3sin( �t / 3) , (7)

简化方程( 7) :

� � x ( t ) = a1cos�+ b1sin�+ a1/ 3cos�+ b1/ 3sin�, (8)

其中 � � �= �t , �= �� t , �= �/ 3��

利用谐波平衡法,略去高阶谐波项导出下列方程组:

� �

- �2
a1+ 2�b1 �+ �

2
0a1- g + h

3
4
a

3
1 +

1
4
a

3
1/ 3+

3
4
b

2
1a1+

� � 3
2
a

2
1/ 3a1+

3
2
b

2
1/ 3a1-

3
4
b

2
1/ 3a1/ 3 = 0,

- �2
b1- 2�a1 �+ �

2
0b 1- g + h

3
4
b

3
1-

1
4
b

3
1/ 3+

3
4
a

2
1 b1+

� � 3
2 a

2
1/ 3 b1+

3
2 a

2
1/ 3 b1+

3
4 a

2
1/ 3 b1/ 3 +

3
2 b

2
1/ 3b1 = 0,

- �2
a1/ 3+ 2��b2

1/ 3+ �
2
0a1/ 3- g + h

3
4
a

3
1/ 3 +

3
2
a

3
1a1/ 3+

3
2
b

2
1a1/ 3+

� � 3
4
a

2
1/ 3a1-

3
4
b

2
1/ 3a1+

3
4
b

2
1/ 3a1/ 3+

3
2
b 1a1/ 3b 1/ 3 = 0,

- �2
b1/ 3- 2��a1/ 3+ �

2
0 b1/ 3- g + h

3
4
b

3
1/ 3+

3
2
a

2
1 b1/ 3+

3
2
b

2
1 b1/ 3-

� � 3
4
a

2
1/ 3 b1/ 3 -

3
4
b

2
1/ 3 b1-

3
2
a1a1/ 3 b1/ 3 = 0��

(9)

上面这个以 a1, b1, a1/ 3, b1/ 3 为未知量的非线性方程组, 可用 Levenberg_Marquardt 算法和雅可

比矩阵的有限差分法解出��

方程组( 9)有多个解,对于不同的初值可迭代得到不同的解��对应于无阻尼系统的分析解

附近的初始值 a1/ 3 = 2, a1 = b1 = b1/ 3 = 0(见(3) , h = 1, �0 = 1, g = 2) ,可得到 0�1 � � �
7频率范围的稳态解(图1)�� 从图中可看出, 主谐波成份在低频率 � � 2的区域占主要成份��
在2�5 < � < 3�2内, 谐波项占优势�� 对频率 � > 3�2, 亚谐波占主要成份��

即使在纯亚谐解附近,用谐波平衡法对所选取的假设解仅对 � > 3�2才有意义��

图 1� � = 0�01稳态解的幅频曲线
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3 �用谐波平衡法分析和研究过渡过程

对假设解( 8)引入随时间 t变化的幅值参数是必要的:

� � x ( t ) = a1( t ) cos �+ b1( t ) sin�+ a1/ 3( t ) cos�+ b1/ 3( t ) sin��� (10)

将假设解代到方程( 6)后,就得到关于幅值参数的一个非线性微分方程组:

� �

�a1+ 2��b 1+ 2�� �a1+ �
2
0a1- �

2
a1+ 2��b1- g + h

3
4
a

3
1+

3
4
a1 b

2
1+

� � 1
4 a

3
1/ 3+

3
2 a1a

2
1/ 3+

3
2 a1 b

2
1/ 3-

3
4 a1/ 3 b

2
1/ 3 = 0,

�b1- 2��a1+ 2�� �b 1+ �
2
0 b1- �

2
b1 - 2��a1+ h

3
4
b

3
1-

1
4
b

3
1/ 3+

� � 3
4
a

2
1 b1+

3
2
b 1a

2
1/ 3+

3
2
b1 b

2
1/ 3+

3
4
a

2
1/ 3 b1/ 3 = 0,

�a1/ 3 +
3
2
��b 1/ 3+ 2�� �a1/ 3+ �

2
0a1/ 3-

1
9
�2

a1/ 3+
2
3
��b1/ 3+

� � h
3
4
a

3
1/ 3+

3
2
a

2
1a1/ 3+

3
4
a1a

2
1/ 3-

3
4
a1 b

2
1/ 3+

3
2
b

2
1a1/ 3 +

� � 3
2
b1a1/ 3 b1/ 3+

3
4
a1/ 3 b

2
1/ 3 = 0,

�b1/ 3+ 2��b1/ 3-
2
3
�� �a1/ 3+ �

2
0 b1/ 3-

1
9
�2

b1/ 3 -
2
3
��a1/ 3+

� � h
3
4 b

3
1/ 3 +

3
2 a

2
1b1/ 3-

3
2 a1a1/ 3 b1/ 3+

3
2 b

2
1 b1/ 3+

3
4 b1a

2
1/ 3+

� � 3
4
a

2
1/ 3 b1/ 3 -

3
4
b1 b

2
1/ 3 = 0��

(11)

要解这个微分方程组, 需 8 个初始值, a1(0) , b 1(0) , a1/ 3(0) , b1/ 3(0) , �a1(0) , �b 1(0) , �a1/ 3(0) ,

�b 1/ 3(0) , 但我们仅有两个值,即: 初始位移 x (0) = x 0和初始速度 �x (0) = �x 0,可把这两个值代入

假设解中,导出寻找8个初值的两个条件方程�� 那么,其余6个值是可自由选取的�� 采用迭代

法[ 2]
,使其余的初始值确定�� 首先, 将这 6个任意选取的初始值得出的曲线在时间[ 0, 2�] 上

取均值:

� � �f =
1

2��f ( �)d���

将 f ( �) 依次用 a1, b1, a1/ 3 和 b1/ 3 及其导 �a 1, �b 1, �a1/ 3和 �b 1/ 3 代入式(11) 所产生的 �f 则描述了
改善的初始值, 其改善值由下一步迭代过程给出�� 这种方法总是允许重新确定 8个初值中的

6个�� 用如此确定的初始值,使方程组(11) 积分,从而得到幅值系数的时间曲线��

4 �研究 � = 6, � = 3�2的过渡过程
1� � = 6�0纯亚谐响应区域的过渡过程
首先考察阻尼参数和激力幅对幅值系数的影响��在改变阻尼参数时, 幅值在稳定值附近

产生一个振荡的振动(图略)��在改变激力幅 ( g 分别等于 3和6) 时,对于较大的激力幅,幅值

系数在较短的时间内达到其稳态值��

然后考察了初始条件的小扰动的情况,其幅值系数也较快的达到了稳态值(见图 2)��
2� � = 3�2纯亚谐响应区域的过渡过程
由前面的研究知道, 稳态解包含有 � = 3�2的主谐波,对于 � = 3�2及改变阻尼参数下的
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过渡特性如图 3所示�� 主谐波幅值 a1, b 1不依赖于阻尼保持常数,仅亚谐波幅值 a1/ 3, b1/ 3部

分的曲线产生振荡�� 且亚谐幅值 a1/ 3, b1/ 3在较大激振力幅的扰动下,经过较长时间才达到稳

态值�� 图 4表示了激力幅值 g = 3的幅值参数的振动��

图 2� � = 6�0, � = 0�01, g = 2诸谐波的时间历程

图 3� � = 3�2, � = 0�001, g = 2 的诸谐波分量的时间历程

图 4� � = 3�2, � = 0�01, g = 3 的诸谐波分量的时间历程

5 �谐波分量空间的考察

通过式( 10)中的谐波分量 a1, b1, a1/ 3, b1/ 3,可展开一个四维空间�� 系统的过渡过程作为

轨迹在这个参数空间描述�� 谐波系数 a1, b1既使在参数改变的干扰下,过渡过程的波动仍很

小�� 亚谐波系数 a1/ 3, b1/ 3,其轨迹汇集到一个奇点(见图 5, 6) , 这个奇点是一个渐近稳定的焦

点,表征了亚谐振动的稳态解��

6 �计算精度讨论

对杜芬方程,研究改变积分步长的计算精度, 并把谐波平衡法与数值积分进行比较��

� � X0 =
x 1(0)

x 2(0)
=

0�192 3

0�051 84
� ( � = 3�2) , � X0 =

1�963 9

0�688 2
� ( � = 6�0)��

通过初始扰动的系列计算表 1可看出:在改变积分步长的情况下, 稳态响应的最大值间的
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绝对误差为零, 故分精度足够��

图 5� � = 3�2, � = 0�01 及扰� � � � � � � � 图 6� � = 6�0, � = 0�01扰动

动下的谐波分量过渡过程 下的谐波分量过渡过程

表 1 改变积分步长的精度比较(应用相同的初值和参数值 �0, h, �, g )

初始扰动

�x 1( 0) , �x 2(0)

积分步长( � t )

XM( � = 3�2)

改变的步长( � t�)

XM( � = 3�2)

积分步长( � t )

XM( � = 6�0)

改变的步长( � t�)

XM( � = 6�0)

x1( 0) , x 2(0) - 0�492 0 - 0�492 0 - 0�200 4E+ 01 - 0�200 4E+ 01

1�01x1( 0) , 1�01x2( 0) - 0�492 2 - 0�492 2 - 0�200 3E+ 01 - 0�200 3+ 01

1�02x1( 0) , 1�02x2( 0) 0�492 3 0�492 3 0�200 2E+ 01 0�200 2E+ 01

1�03x1( 0) , 1�03x2( 0) 0�492 5 0�492 5 0�200 2E+ 01 0�200 2E+ 01

1�04x1( 0) , 1�04x2( 0) 0�492 6 0�492 6 0�200 3E+ 01 0�200 3E+ 01

1�05x1( 0) , 1�05x2( 0) - 0�492 7 - 0�492 7 0�200 7E+ 01 0�200 7E+ 01

1�10x1( 0) , 1�10x2( 0) - 0�492 1 0�492 1 - 0�200 8E+ 01 0�200 8E+ 01

1�25x1( 0) , 1�25x2( 0) - 0�492 7 - 0�492 7 0�106 4 0�106 4

1�50x1( 0) , 1�50x2( 0) - 0�492 3 - 0�492 3 0�128 4 0�128 4

XM:整个稳态时间特性的最大值: x 1 (0) , x 2( 0) :稳态初始值: �x 1(0) , �x 2(0) :改变的初始值��

表 2 谐波平衡法与数值积分法的比较

初始扰动

�x 1( 0) , �x 2(0)

数值积分法

XM( � = 3�2)

谐波平衡法

XM( � = 3�2)

数值积分法

XM( � = 6�0)

谐波平衡法

XM( � = 6�0)

x1( 0) , x 2(0) - 0�492 0 - 0�491 7 - 0�200 4E+ 01 - 0�200 4E+ 01

1�01x1( 0) , 1�01x2( 0) - 0�492 2 - 0�491 7 - 0�200 3E+ 01 - 0�200 3+ 01

1�02x1( 0) , 1�02x2( 0) 0�492 3 0�491 7 0�200 2E+ 01 0�200 2E+ 01

1�03x1( 0) , 1�03x2( 0) 0�492 5 0�492 0 0�200 2E+ 01 0�200 2E+ 01

1�04x1( 0) , 1�04x2( 0) 0�492 6 0�491 7 0�200 3E+ 01 0�200 3E+ 01

1�05x1( 0) , 1�05x2( 0) - 0�492 7 - 0�491 7 0�200 7E+ 01 0�200 7E+ 01

1�10x1( 0) , 1�10x2( 0) - 0�492 1 0�491 7 - 0�200 8E+ 01 K * *

1�25x1( 0) , 1�25x2( 0) - 0�492 7 - 0�491 9 K * * K * * *

1�50x1( 0) , 1�50x2( 0) - 0�492 3 - 0�491 9 K * * * K *

� � K* :用谐波平衡法得到的结果不收敛; K * * : 迭代法[ 2] 无效; K * * * : 时间特性在初始条件扰动下, 不能

达到稳态状态��
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从表 2可看出: 在某些初始扰动范围内,通过谐波平衡法和数值积分法得到的稳态响应最大值的最大绝

对误差低于 0�15%以下(迭代精度 � = 10- 4)�� 因此,可以说, 假设解达到了较高的精度��

7 �结 � �论
杜芬方程的 1/ 3纯亚谐振动可用解假设( 7)描述,在亚谐频域内,由谐波平衡和数值积分

法所得到的稳态亚谐振动吻合得相当好��
在小扰动范围内,假设解( 7)可成功地近似于真实的 1/ 3亚谐解��其计算达到了亚谐振动

要求的计算精度��

在 �= 0�01及小初始扰动的情况下,由参数 a1/ 3, b1/ 3 表示的轨迹趋于渐近稳定的焦点,

表征了亚谐振动的渐近稳定性��
亚谐响应幅值系数 a1/ 3, b1/ 3对阻尼的改变很敏感��
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A 1/ 3 Pure Subharmonic Solution and Transient
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Abstract: The 1/ 3 subharmonic solution for the Duffing�s equation is investigated by using the meth-

ods of harmonic balance and numerical integration. The sensitivity of parameter variation for the tran-

sient process and the transient process for the perturbance initial conditions are studied. Over and

above, the precision of numerical integration method is discussed and the numerical integration

method is compared with the harmonic balance method. Finally, asymptotical stability of the pure

subharmonic oscillations element is inspected.

Key words: Duffing�s equation; subharmonic; transient process
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