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广义线性互补问题的改进
SLP算法及收敛性
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摘要:  考虑广义线性互补问题, 提出一个求解它的改进的序列线性规划算法,并在一定条件下证

得该法具有良好的收敛性质# 此外,顺便给出该问题解集非空有界的一个充分条件# 
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引   言

考虑广义线性互补问题( XLCP) :找一个向量 ( x , y ) I R
2n 使得

  
Mx - Ny I K,

x
T
y = 0,  x \ 0,  y \ 0,

(1)

这里 M, N I R
m@ n是已知矩阵, K: = u I R

m
| Gu \ g, G I R

l@ m
, g I R

l 是R
m中的一

个多面集# 这个模型首先被著名优化专家Mangasarian和Pang
[ 1]
提出(也见Ye的[ 2] )# 它在

结构力学、接触力学、交通与经济平衡等领域有着广泛的应用[ 3]# 同时, 它也可视为水平线性

互补、混合线性互补、仿射变分问题的统一形式[ 4~ 6]# 因此, 对它的研究具有普遍意义,并引

起一些学者的研究兴趣, 见[ 1, 2, 4, 7 ~ 10] 及其参考文献# 

XLCP可转化为求解一个双线性规划问题( BLP) :

  
min  f ( x, y ) : = x

T
y ,

s. t.  h( x, y ) : = GMx - GNy - g \ 0,  x \ 0,  y \ 0# 
(2)

假定可行集 8 : = ( x, y ) I R
2n
| h( x , y ) \ 0, x \ 0, y \ 0 非空,这里( x , y ) 表示列向量

( x
T
, y

T
)
T
,显然, ( x, y ) I R

2n是(1) 的一个解 Z 它是( 2)的一个解且最优值为零# 在文献[ 1]

中,Mangasarian和 Pang 给出一个求解(2) 的序列线性规划(SLP) 算法,其子问题是

  min f̈ ( x, y )
T
( u, v) | ( u, v ) I 8 # (3)

该法具有简单的结构且有限步终止# 然而,子问题( 3)可能无解,从而可能导致 SLP法失败# 

在这篇文章中, 我们提出一个改进的SLP算法,它的子问题是
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  min f̈ ( x
k
, y
k
)
T
($x, $y ) | ($x, $y ) I 8k # (4)

这里 8k : = ( u, v) I R
2n
| GMu- GNv+ h( x

k
, y

k
) \0, e \( u, v) \- min ( x

k
, y

k
) , e ,

e = (1, 1, ,, 1)T# 易知(4) 总可解且与(3) 有相同的计算量# 我们证得,无需任何条件新算

法便可大范围收敛# 特别,当 M, N 关于K是X_行充分或列单调时, ( x
k
)
T
y
k | min

( x, y) I 8
x
T
y# 

同时,也给出问题(1) 解集非空有界的一个充分条件# 

1  改进的 SLP算法

任取初始点 ( x
0
, y

0
) I 8 ,对于 K I Z : = 0, 1, 2, , ,假定( xk , yk) I 8 已知, 我们求

( x
k+ 1
, y
k+ 1
) I 8 如下:

步1  令 d
k
= ( $x

k
, $y

k
) I R

2n
是(4) 的一个最优解# 

步2  若 f̈ ( x
k
, y

k
)
T
d
k
= 0,则停止计算# 

步3  否则,令

  ( x
k+ 1
, y

k+ 1
) = ( x

k
, y

k
) + Hk( $x

k
, $yk) , (5)

这里 Hk 是集合 1, 1/ 2, 1/ 4, , 中使下式成立的最大者:

  f ( xk+ 1
, y

k+ 1
) [ f ( x

k
, y

k
) + RHk f̈ ( x

k
, y

k
)
T
d
k  R I (0, 1)# (6)

这个算法受文献[ 11]刺激,它具有下面的特征# 

引理 1  若算法停止在点 ( x
k
, y
k
) ,则它是问题( 2) 的一个 KKT 点;否则, d

k
是(2) 在( x

k
,

y
k
) 的一个下降可行方向# 

证  若算法停止在点 ( x
k
, y

k
) ,从步 2知原点(0, 0) 也是(4) 的一个最优解# 由KKT 条件

知,存在乘子 K= ( K1, K2, ,, Kl ) T I R
l 和 L( i) = ( L( i )1 , L

( i )
2 , ,, L( i )2n )

T I R
2n
( i = 1, 2) 使得

  f̈ ( x
k
, y

k
) = [ GM, - GN ]

T
K+ L

(1)
- L

( 2)
, (7a)

  KT (0- 0+ h( x
k
, y

k
) ) = 0   ( K\ 0) , (7b)

  ( L( 1) )T ( (0, 0) + min ( xk , yk) , e ) = 0( L(1) \ 0) , (7c)

  ( L( 2) )T ( e - (0, 0) ) = 0  ( L(2) \ 0) , (7d)

  ( x
k
, y

k
) I 8# (7e)

由( 7c)和( 7d)得

  ( L( 1) )T ( xk , y k) = 0,  L( 1) \ 0,  L(2) = 0# (8)

结合( 7a) , ( 7b)和( 7e)推出, ( xk , yk) 是(2) 的一个 KKT 点# 

若算法不停止在点 ( x
k
, y

k
) ,则有 f̈ ( x

k
, y

k
)
T
d
k
< 0,即 d

k
是一个下降方向# 再由式

  GM( x
k
+ H$xk) - GN( y

k
+ H$yk) - g =

      H( GM$xk - GN$yk ) + h( x
k
, y
k
) \

      H( GM$xk - GN$yk + h ( xk , yk) ) \

      0   ( PH I [ 0, 1] )

和

  ( x
k
, y

k
) + H( $xk , $yk) \ ( x

k
, y

k
) - Hmin ( x

k
, y

k
) , e \

      ( xk , yk) - min ( x
k
, y

k
) , e \

      0  ( PH I [ 0, 1] ) ,
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可导出 d
k 是(2) 在点( xk , y k) 的一个下降可行方向# 证毕# t

2  收 敛性

在这一节中,我们主要是对在第1节中提出的新算法进行收敛收性分析,以保证该法的可

靠性# 首先回忆 Gowda[ 4]引入的 X_行充分性概念,它是线性互补问题 LCP(M, q) 中行充分

矩阵的概念推广# 

定义 1[ 4]  我们说 M, N 关于 K具有 X_行充分性,是指

  (M
T
u) i ( N

T
u) i [ 0  ( i = 1, 2, ,, n) ,  u I ( O

+ K) *

  ] (M
T
u) i ( N

T
u) i = 0  ( i = 1, 2, ,, n) ,

这里 ( O
+ K) * = v I R

m
| v = G

T L, L \ 0 , O+ K= u I R
m
| Gu \ 0 # 

利用著名的Frank_Wolfe定理[ 12] , 当 8 X ª时,双线性规划(2) 总可解# 当然,此解不必

要是(1) 的解# 但 Gowda证明

引理 2[ 4]  M, N 关于 K是 X_行充分性 Z 对每个 q I R
l
,问题(2) 的任何KKT 点均

是( 1)的解# 

应用这个引理, 可得到算法的一个大范围收敛性结果# 

定理 1  假定 ( x
k
, y

k
) 是由算法产生的一个无穷序列,则

a) lim
k y ]

f̈ ( x
k
, y

k
)
T
d
k
= 0;

b) ( x
k
, y

k
) 的任何极限点均是(2) 的一个KKT 点;

c) 当 M, N 关于 K是 X_行充分性时, ( x
k
)
T
y
k | 0# 

证  假设存在一个无穷子集 Z0 A Z,使得

  - f̈ ( x
k
, y
k
)
T
d
k \ E> 0  ( Pk I Z0)# (9)

我们将导出矛盾# 事实上,从( 6)知

  RHk(- f̈ ( x
k
, y

k
)
T
d
k
) [ f ( x

k
, y

k
) - f ( x

k+ 1
, y

k+ 1
)   ( Pk I Z )# 

再由 f
k | , f k \ 0和(9) ,得

  REE k I Z
0

Hk [ RE
k I Z

0

Hk(- f̈ ( x
k
, y

k
)
T
d
k
) [

      RE
]

k= 0
Hk(- f̈ ( x

k
, y

k
)
T
d
k
) [

      E
]

k= 0

f
k
- f

k+ 1
< + ] # 

注意到 +d
k + [ n,则有

  lim
k I Z

0
, k y ]

Hk = 0,  lim
k I Z

0
, k y ]

Hk +d
k + = 0# (10)

再从Armijo规则及 f̈ 的一致连续性,知

  R(2Hk) (- f̈ ( x
k
, y

k
)
T
d
k
) > f ( x

k
, y

k
) - f ( x

k
+ 2Hk$x

k
, y

k
+ 2Hk$y

k
) =

      ( 2Hk) (- f̈ ( x
k
, y

k
)
T
d
k
) + o( Hk) ,

即对任何充分大的 k I Z0,

  (1 - R) ( f̈ ( x
k
, y

k
)
T
d
k
) + o(1) > 0# 

此与( 9)矛盾# 从而结论 a)为真# 
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假设 ( x
*
, y

*
) 是 ( x

k
, y

k
) 的任何一个极限点且 lim

k I Z
1
, k y ]

( x
k
, y

k
) = ( x

*
, y

*
) , ( Z1 A

Z )# 由 d
k 的有界性,不妨设 lim

k I Z
1
, k y ]

d
k
= d

* # 易证 d
* 是下面问题的一个最优解# 

  min f̈ ( x
*
, y

*
)
T
( u, v) | ( u, v) I 8 * ,

这里

  8 * : = ( u, v ) I R
2n
| GMu- GNv + h( x

*
, y

*
) \ 0,

     e \ ( u, v) \- min ( x *
, y

*
) , e # 

于是,由 a)得

  f̈ ( x
*
, y

*
)
T
d
*
= lim

k I Z
1
, k y ]

f̈ ( x
k
, y

k
)
T
d
k
= 0# 

这表明 ( x
*
, y

*
) 是(2) 的一个KKT 点# 结论 c) 跟自 f

k | 和引理 2# 证毕# t

下面,我们把LCP中的单调性概念推广到XLCP 中,并建立相应的收敛性结果# 

定义 2  我们说 M, N 关于 K是 X_列单调的,如果下述条件成立:

  Mu - Nv I K- K ] u
T
v \ 0# (11)

说 M, N 关于 K是 X_行单调的,如果下述条件成立:

  (M
T
u)

T
( N

T
u) \ 0  Pu I ( O

+
K)

* # (12)

应用文[ 10]的方法与技巧,我们可研究 X_列单调性的特征# 

命题 1  给定矩阵 M, N I R
m@ n 和一个多面体 K, 如果 M, N 关于 K是 X_列单调的,

则 x
T
y 在 8 上是凸的# 

证  对任意 ( x
1
, y

1
) , ( x

2
, y

2
) I 8 和 K I [ 0, 1] ,经简单计算可得

  Kf ( x1
, y

1
) + (1- K)f ( x2

, y
2
) - f ( K( x1

, y
1
) + (1- K) ( x2

, y
2
) ) =

      K( x1
)
T
y
1
+ (1- K) ( x2

)
T
y
2
- ( Kx1

+ (1- K) x2
)
T
( Ky1 + (1 - K) y2) =

      K(1 - K) ( x
1
- x

2
)
T
( y

1
- y

2
)# 

由假设立知本结论成立, 证毕# t

命题 2  给定矩阵 M, N I R
m@ n和一个多面体 K,如果 M, N 关于 K是X_列单调且存

在一个内点(�x, �y ) I 8 ( i. e. , (�x, �y ) I 8 , �x > 0, �y > 0) ,则对任意 E\ 0,水平集

  L( E) = ( x , y ) I 8 | x
T
y [ E

是有界的(允许 L( E) 为空集)# 

证  对任意 ( x, y) I L( E)# 由假设, ( x - �x )T ( y - �y ) \ 0# 继而,

  E
n

i= 1
�xiyi + E

n

i= 1
�y ix i [ E

n

i= 1
�x i�y i + E

n

i= 1
xiyi [ �x T�y + E# 

此表明对任意 x i \ 0和 y i \ 0, xi 和 yi 均是有界的# 证毕# t

经过上面准备, 可得到另一个收敛性结果# 

定理 2  假设 w
k
= ( x

k
, y

k
) 是由算法产生的一个无穷序列,则

a) lim
k y ]

sup f̈ ( w
k
)
T
( w- w

k
) \ 0  ( Pw I 8 ) ;

b) 当 M, N 关于K 是X_列单调时, ( xk) Tyk | min
w I 8

x
T
y# 

证  我们采用文[ 11]的证明技巧# 若 w
k 是有界的, 则它至少有一个收敛的子列, 比如

说 w
kc y w

*
,由定理 1知

  lim
k y ]

sup f̈ ( w
k
)
T
( w- w

k
) \ lim

kcy ]
f̈ ( w

kc
)
T
( w - w

kc
) =
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      f̈ ( w
*
)
T
( w- w

*
) \ 0,  w I 8# 

若 w
k
无界,我们不妨假设 +w

k + y ] # 若 a) 不真,则存在 �w I 8 ,常数 Q> 0和 k 0 I Z ,

使得

  f̈ ( w
k
)
T
( �w - w

k
) [ - Q< 0,  +�w - w

k + > 1  ( Pk > k 0)# (13)

记 ( r
k
, s
k
) = ( �w - w

k
) / +�w - w

k +# 易知对所有的 k > k0,

  e \ ( r
k
, s
k
) \- min ( x

k
, y

k
) , e

和

  ( GMr
k
- GNs

k
) + h ( x

k
, y

k
) \

      1

+�w - w
k +
( GM( �x - x

k
) - GN(�y - y

k
) + h ( x

k
, y

k
) ) \

      1

+�w - w
k +
( GM�x - GN�y - g ) \ 0,

即 ( r
k
, s
k
) I 8 k# 

再由( 13) ,得

  f̈ ( w
k
)
T
d
k [ f̈ ( w

k
)
T
( r
k
, s
k
) [ - Q

+�w - w
k +

 ( Pk > k0)# (14)

另一方面,利用 E
]

k= 0

Hk = + ] ,必存在 k1 > k 0使得

  +�w - w
k + [ +�w - w

k
0 + + E

k- 1

i= k
0

+Hid
i + [

      E
k
1

i= k
0

nHi + E
k- 1

i= k
0

nHi [

      2 n E
k
1

i= k
0

Hi ( Pk \ k1) , (15)

从( 14) , ( 15)和Armijo 搜索规则,并取任何 k \ k 1,有

  RQ
2 n

E
]

k= k
1

Hk

E
k

i= 0

Hi

[ E
]

k= k
1

RHk(- f̈ ( w
k
)
T
d
k
) [ E

]

k= k
1

f ( w
k
) - f ( w

k+ 1
) < + ] # 

此与 E
]

k= k
1

Hk / E
k

i= k
1

Hi = + ] 矛盾# 因此 a) 成立# 命题 1可导出对每个 w I 8 ,

  f ( w) \ f ( wk) + f̈ ( w
k
)
T
( w - w

k
)   ( Pk I Z )# 

再从( a)得

  f ( w ) \ l im
k y ]
f ( w

k
) + lim

k y ]
sup f̈ ( w

k
)
T
( w- w

k
) \

      lim
k y ]
f ( w

k
) \min

w I 8
f ( w)# 

定理证毕# t

总结定理 1和2的结果,再应用命题 2,我们不难得到如下的收敛定理# 

定理 3  假定 w
k 是由算法产生的一个无穷序列,如果 M , N 关于 K是X_行充分和列

单调,且在 8 中存在一个内点,那么

a) ( x
k
, y

k
) 有界;

b) ( x
k
)
T
y
k | 0# 
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3  讨   论

基于上面的分析, 实际上我们得到了广义线性互补问题( 1)解集非空有界的一个充分条

件# 即在XLCP( M, N, K) 中,若 M, N 关于 K是 X_行充分和列单调, 且可行集中存在内

点,则其解集必非空有界# 这个结果是 LCP中下面结果的推广: 在LCP(M, q) 中, 如果 M半

正定且可行集中存在内点,则其解集必非空有界# 

众所周知, 内点法能求解单调且内点存在的线性互补问题, 以及它有多项式和超线性收

敛性# 然而, 在XLCP 中却至今没有这样的内点法, 此问题有待于研究# 
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Convergence of a Modified SLP Algorithm for the

Extended Linear Complementarity Problem

XIU Nai_hua,  GAO Zi_you

( Depar tment of Applied Mathemat ics , Nor thern J iaotong Un iv er sity ,

Beijin g 100044, P R China )

Abstract: A modified sequential linear programming algorithm is presented, whose subproblem is a-l

ways solvable, for the extended linear complementarity problem( XLCP), the global convergence of

the algorithm under assumption of X _row sufficiency or X _column monotonicity is proved. As a re-

sult, a sufficient condition for existence and boundedness of solution to the XLCP are obtained.

Key words: extended linear complementarity problem; modified SLP algorithm; global convergence

540 广义线性互补问题的改进 SLP 算法及收敛性


