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无锁定的退化的等参壳元
X

章向明,  王安稳,  何汉林

(海军工程大学 基础部, 武汉 430033)

(龙驭球推荐)

摘要:  构造了一个无锁定的 8 节点退化的等参壳元# 在自然坐标系中, 对横向剪应变项插值修

正使单元满足必要的模式(平移、转动和纯弯曲)以消除/ 剪切锁定0; 在局部坐标系中, 对薄膜应变

插值修正以消除/ 薄膜锁定0# 这样构造的 8节点单元的刚度矩阵具有正确的秩,同时具有恰当的

零特征值和相应的刚体位移模式# 这种单元对大跨_厚比情形既无/ 剪切锁定0又无/ 薄膜锁定0, 无

虚假的零能模式和机构出现,可用于厚壳和薄壳# 

关  键  词:  退化的等参壳元;  剪切锁定;  薄膜锁定 ;  有限元

中图分类号:  O242   文献标识码:  A

引   言

退化的等参壳元在工程实际中得到越来越广泛的应用# 这种由 Ahmad等人提出
[ 1]
的通

用的壳单元是在三维等参数单元中强加入某些几何和静力约束后退化成为曲边壳单元, 以适

应板、壳结构的分析# 

退化的等参壳元用于中厚壳的分析能给出令人满意的结果,然而, 对于薄壳分析, 当全数

值积分规则用于计算刚度矩阵时, 出现/锁定0现象并给出超刚度解# /剪切锁定0产生附加的

横向剪应力; /薄膜锁定0产生附加的薄膜应力# 有两类方法[ 2]
可以消除锁定现象: 1) 隐式方

法,包括节减积分技术[ 3]和选择积分技术[ 4, 5]# 2) 显式方法,对应力或应变的插值方式进行修

正以消除附加的应力[ 6]# 

节减积分或选择积分技术能大大地改善等参壳元的锁定问题, 然而, 在结构边界强约束

时,特别是单元网格划分稀疏的情况下,并不能完全克服锁定,可能仍给出超刚度解; 此外,结

构边界弱约束时,则会导入单元机构和虚假的零能模式,这些机构可能一个单元接一个单元地

扩展,最终导致总刚度矩阵秩不足,进而无解# 更危险的情况是单元的近机构状态产生虚假的

解# 本文采用显式方法修正横向剪应变场和薄膜应变场,以消除两类/锁定0现象# 然后,单元

刚度矩阵用全 Gauss积分规则计算,这样构造的单元既无/锁定0又无虚假的零能模式和机构
出现# 

1  常规的退化的等参壳元

在退化的等参壳元中, 对于坐标 X , 整体位移 u = ux , uy , uz
T
和整体转角 < =
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<x , <y , <z
T
均采用 C

0 连续的插值函数

  

X = E
n

i = 1
N i ( N, G) Xi ,

u = E
n

i= 1

N i ( N, G) ui ,

< = E
n

i = 1

N i ( N, G) <i ,

(1)

其中 N, G为自然坐标, n 是单元节点数, N i 是对应节点 i的插值函数# 

应变在局部坐标系 (�x , �y ,�z ) 中计算# 设 e�x , e�y和 e�z 是坐标方向的单位矢量,其中 e�z 垂直

壳体中面# 薄膜应变由下式计算:

  Em = E
n

i= 1
Bmi # ui , (2)

其中

  Bmi =

N i ,�xe�x

N i , �ye�y

N i, �ye�x + N i ,�xe�y

# (3)

曲率的改变为:

  Ec = E
n

i= 1
Bci # <i , (4)

其中

  Bci =

N i, �x e�y

- N i, �y e�x

- N i, �y e�y + N i ,�x e�x

# (5)

横向剪应变为:

  Ct = E
n

i= 1
[ Bti # ui - Nti # <i ] , (6)

其中

  Bti =
N i, �ye�z

N i, �xe�z
, (7)

  Nti =
N ie�x

- N ie�y
# (8)

当上述列式应用于薄壳时, 随着壳体厚度的减少, 横向剪应变不能消失而退化到Kirch-

hoff薄壳理论的情形, 同时, 薄膜刚度主宰整个单元刚度矩阵也是不合理的, 出现了所谓的

/锁定0# 

2  修正的横向剪应变

对于薄壳, 按薄壳理论其横向剪应变应趋向于零, 即: Ct = 0,但当全积分规则用于计算单

元刚度矩阵时, 常规的等参壳元出现了超刚度解, 这就是/剪切锁定0# 为了消除/剪切锁定0,

可对病态的横向剪应变进行修正# 

常规的法向位移的导数为
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5w
5N= e�z # E

n

i = 1

ui
5N i

5N,

5w
5G = e�z # E

n

i = 1

ui
5N i

5 G,
(9)

其中 w是壳中面的法向位移, w i = ui # e�z# 将其中形函数的导数
5N i

5N,
5N i

5G 修正,改为由其节点

值
5N i

5N j
,

5N i

5G j
按下式插值得到:

  

5N i

5N = E
n

j= 1

5N i

5N j
L j ( N, G) ,

5N i

5G = E
n

j= 1

5N i

5 G j
Mj ( N, G) ,

(10)

其中插值函数 L j ( N, G) 和 M j ( N, G) 的确定将在后面讨论# 修正后的法向位移的导数为

  

5w
5N= e�z # E

n

i = 1
E
n

j= 1

ui
5N i

5N j
L j = E

n

j= 1

5w
5N j

L j ,

5w
5G = e�z # E

n

i = 1
E
n

j= 1
ui

5N i

5G j
M j = E

n

j = 1

5w
5G j

Mj# 
(11)

此外,节点处局部坐标系下的转角分量定义为:

  

<Nj S <j # tNj = <j # 5X
5 s j

@ e�z =

  1
a E

n

i= 1
<j # ( Xi @ e�z )

5N i

5N j
=

1
a
�<Nj ,

<Gj S <j # tGj = <j #
5X
5r j

@ e�z =

  1
b E

n

i= 1
<j # ( Xi @ e�z )

5N i

5G j
=

1
b
�<G j ,

(12)

其中 ds = adN, dr = bdG; s , r 是N, G方向的曲线坐标; a, b 是与单元尺寸有关的常数,以及

  

�<Nj = E
n

i = 1
<j # ( Xi @ e�z )

5N i

5N j
,

�<G j = E
n

i= 1
<j # (X i @ e�z )

5N i

5G j
# 

(13)

修正转角分量, 也按形函数的导数相同的方式进行插值

  

<N= E
n

j = 1

<NjL j ( N, G) ,

<G = E
n

j= 1

<G jMj ( N, G)# 

(14)

�<N, �<G将分别与<N, <G具有相同的插值方式

  

�<N= E
n

j = 1

�<NjL j ( N, G) ,

�<G = E
n

j= 1

�<G jMj ( N, G)# 

(15)
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横向剪应变可写成

  
CNS =

5w
5 s - <N =

1
a

5w
5N- �<N ,

CGS =
5w
5r - <G =

1
b

5w
5G- �<G # 

(16)

式( 10)和式( 14)中的插值函数 L j ( N, G) , Mj ( N, G) 应使在所有无剪应变的状态下,式(16) 表示

的横向剪应变为零# 一般 Lj ( Ni , Gi ) X Dij , M j ( Ni , Gi ) X Dij ,同时 <N( Ni , Gi ) X ( <N) i , <G( Ni , Gi )

X ( <G) i# 

考虑下列无横向剪应变的状态:

1  刚体平移

此状态下, ui = u 是常数, <i = < = 0,原始形状函数 N i ( N, G) = 1,因此有 E
n

i= 1
ui

5N i

5N =

0, E
n

i= 1
ui

5N i

5G = 0, 式(11) 和式(15) 都为零,式(16) 中的横向剪应变为零# 

2  刚体转动

此状态下, <i = <是常数, ui = < @ Xi 代入式(11) :

  

5w
5N j

= e�z # E
n

i= 1

< @ Xi
5N i

5N j
= E

n

i= 1

<# ( Xi @ e�z )
5N i

5N j
= �<Nj ,

5w
5G j

= e�z # E
n

i= 1

< @ Xi
5N i

5G j
= E

n

i= 1

<# ( Xi @ e�z )
5N i

5 G j
= �<Gj# 

(17)

式( 11)和式( 15)中的节点值相等,式( 16)中的横向剪应变为零# 

3  纯弯曲
在局部坐标系 (�x , �y , �z ) 中,考虑 �x , �y 平面内法向位移是下列二列式

  u = ( A�x 2
+ Bxy + C�y 2

) e�z , (18)

相应的转角为

  < = - (2A�x + B�y ) e�y + ( B�x + 2C�y ) e�x# (19)

其中 A, B, C为任意常数,式( 18) 代入式(11) 有

  

5w
5N= E

n

i= 1
E
n

j = 1

( A�x 2
i + B�xi�yi + C�y 2

i )
5N i

5N j
Lj ,

5w
5G = E

n

i= 1
E
n

j = 1

( A�x 2
i + B�xi�yi + C�y 2

i )
5N i

5G j
Mj# 

(20)

式( 19)代入式( 13)和( 15)有:

  

�<N= E
n

i= 1
E
n

j= 1
[�x i (2A�xj + B�yj ) + �y i ( B�xj + 2C�y i ) ]

5N i

5N j
L j ,

�<G = E
n

i= 1
E
n

j= 1
[�xi (2A�xj + B�yj ) + �y i ( B�xj + 2C�y i ) ]

5N i

5G j
Mj# 

(21)

令式( 20)与式( 21)相等可得如下结果:
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E
n

i= 1
E
n

j= 1

(�x 2
j - 2�x i�x j )

5N i

5N j
Lj = 0,

E
n

i= 1
E
n

j= 1

(�xi�yi - �x i�y j - �xj�y i )
5N i

5N j
Lj = 0,

E
n

i= 1
E
n

j= 1
(�y 2

i - 2�yi�y j )
5N i

5N j
Lj = 0,

E
n

i= 1
E
n

j= 1
(�x 2

i - 2�x i�x j )
5N i

5G j
Mj = 0,

E
n

i= 1
E
n

j= 1
(�xi�y i - �x i�yj - �x j�y i )

5N i

5G j
Mj = 0,

E
n

i= 1
E
n

j= 1
(�y

2
i - 2�yi�yj )

5N i

5G j
M j = 0# 

(22)

由式( 10)和式( 22)可以确定插值函数 L j ( N, G) , Mj ( N, G)# 

8节点单元正常的插值函数 N i ( N, G) 为:

  

N i ( N, G) = 0125( N2�Gi + �NiG2+ N
2
+ G

2
+ �Ni�Gi - 1)  ( i = 1- 4) ,

N i ( N, G) = 015(1+ �Gi - N2- �GiN
2
)   ( i = 5, 7) ,

N i ( N, G) = 015(1+ �Ni - G2- �NiG
2
)   ( i = 6, 8) ,

(23)

图 1 8节点单元

节点序号

其中�Ni = N/ Ni 和�Gi = G/ Gi ,单元节点序号如图1所示# 形函数对 N的

导数为

5N i

5N = 0125 2N�Gi +
G2

Ni
+ 2N+

�Gi
Ni

  ( i = 1 - 4) ,

5N i

5N = 015(- 2N- 2�GiN)   ( i = 5, 7) ,

5N i

5N = 015
1
Ni
-
G2

Ni
  ( i = 6, 8)# 

(24)

将上式代入式( 10)可得:

- 3L 1+ L2- L 5+ L6- L 8 = 015(- 2NG- G2+ 2N+ G) ,

- L 1+ 3L2+ L 5+ L6- L 8 = 015(- 2NG- G2+ 2N- G) ,

3L3- L 4+ L7+ L 6- L8 = 015( 2NG- G2+ 2N+ G) ,

L3- 3L 4- L7+ L 6- L8 = 015( 2NG- G
2
+ 2N- G) ,

2L1- 2L 2- L6+ L 8 = - N+ NG,  L6 + L 8 = 1 - G2,

- 2L 3+ 2L 4- L 6+ L8 = - N- NG,  - L 6- L 8 = - 1+ G2# 

(25)

上列方程组并非全部独立,通过加、减运算可得 5个独立的方程, 方程的解可用三个参量函数

A 1( N, G) , A 2( N, G) 和 A 3( N, G) 表示为:

L1 = 0125( NG+ A 1- A 2- A 3) ,  L2 = 0125(- NG+ A 1- A 2+ A 3) ,

L3 = 0125( NG+ A 1+ A 2+ A 3) ,  L4 = 0125(- NG+ A 1+ A 2- A 3) ,

L5 = 015(- G+ G2- A 1+ A 2) ,  L 6 = 015(1+ N- G2
- A 3) ,

L7 = 015( G+ G
2
- A 1- A 2) ,  L8 = 015(1 - N- G

2
+ A 3)# 

(26)
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同理,可得用三个参量函数 B i ( N, G) 表示的插值函数 M i ( N, G) 为:

M1 = 0125( NG+ B1- B2 - B3) ,

M2 = 0125(- NG+ B1+ B2- B 3) ,

M3 = 0125( NG+ B1+ B2 + B3) ,

M4 = 0125(- NG+ B1- B2+ B 3) ,

M5 = 015(1- G- N
2
+ B3) , M6 = 015( N+ N

2
- B1- B2) ,

M7 = 015(1+ G- N2- B3) , M8 = 015(- N+ N2- B1+ B2)# 

(27)

将式( 26)和式( 27)代入式( 22)得到六个含参变量 A i , B i 的方程, 但要以显式形式解出这六个

参变量是不可能的,好在我们感兴趣的只是函数L j ( N, G) 和M j ( N, G) 在积分点处的值,这样我

们很容易地建立数值计算参变量 A i , B i 的代数方程组, 继而求出参变量 A i , B i 和插值函数

Lj ( N, G) 和 Mj ( N, G)# 

3  修正的薄膜应变

对于薄壳, 尽管薄膜应变很重要但它不应主宰单元刚度矩阵,为了消除/薄膜锁定0, 应对

薄膜应变进行修正# 薄膜应变应在局部直角坐标系中修正# 

在局部坐标系下,面内位移可以写成:

  �u = �u 0+ �zH�x ,  �v = �v0+ �zH�y , (28)

上式中 �u 0和�v0是单元的中面位移,对于8节点二次等参元, �u 0和�v0应是�x 和�y 的函数(�z = 0)

�u0 = �u0(1, �x , �y , xy , (�x )
2
, (�y ) 2, (�x ) 2�y , �x (�y ) 2) ,

�v0 = �v0(1, �x , �y , xy , (�x )
2
, (�y ) 2, (�x ) 2�y , �x (�y ) 2)# 

(29)

薄膜应变项可以写成:

Em�x�x = �u0, �x = �u 0, �x (1, �x , �y , xy , (�y )
2
) ,

Em�y�y = �v 0, �y = �v0,�y (1, �x , �y , xy , (�x )
2
) ,

1
2
E( a)m�x�y = �v0,�x = �v0, �x( 1, �x , �y , xy , (�y )

2
) ,

1
2 E

( b)
m�x�y = �u0,�y = �u0,�y (1, �x , �y , xy , (�x )

2
)# 

(30)

局部坐标系下薄膜应变场,应具有下列形式:

�Em�x�x = a1+ a2�x + a3�y + a4 xy + a5(�y )
2
,

�Em�y�y = b1+ b2�x + b3�y + b4 xy + b5(�x )
2
,

1
2
�E( a)m�x�y = c1+ c2�x + c3�y + c4 xy + c5(�y )

2
,

1
2�E

( b)
m�x�y = d1 + d2�x + d3�y + d4 xy + d5(�x )

2# 

(31)

  �Em�x�x 和2- 1�E( a)m�x�y 在�x 方向是线性的, 在�y 方向是二次的;�Em�y�y 和2- 1�E( b )m�x�y 在�y 方向是线性的,

在�x 方向是二次的# 修正应变场的取样点的位置为[ 7]
:�Em�x�x 和 2- 1�E( a)m�x�y 的 5个取样点是在 G

= - 1和 G= + 1两条线上的两个高斯点( N= ? 3- 1/ 2
) ,外加单元的中心点;�Em�y�y 和2- 1�E( b)m�x�y 的 5

个取样点是在 N= - 1和 N= + 1两条线上的两个高期点( G= ? 3- 1/ 2
) ,外加单元的中心点# 
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修正的薄膜应变场将由原应变场在取样点的值按下式插值得到:

  

�Em�x�x = E
r

i= 1
R i ( N, G) E

i
m�x�x ,

1
2
�E
( a)
m�x�y = E

r

i = 1
Ri ( N, G)

1
2
E
i
m�x�y ,

�Em�y�y = E
r

i= 1
S i ( N, G) E

i
m�y�y ,

1
2
�E( b )m�x�y = E

r

i = 1

S i ( N, G)
1
2
Eim�x�y # 

(32)

上式中插值函数 R i ( N, G) = S i ( G, N) 为:

  

R1( N, G) = S 1( G, N) =
1
4

G+
N
a

(1+ G) ,

R2( N, G) = S 2( G, N) =
1
4

G- N
a

(1+ G) ,

R3( N, G) = S 3( G, N) = ( 1- G) (1+ G) ,

R4( N, G) = S 4( G, N) =
1
4

- G+
N
a

(1 - G) ,

R5( N, G) = S 5( G, N) =
1
4

- G-
N
a

(1 - G) ,

(33)

上式中 a = 3- 1/ 2
,最终面内剪应变�Em�x�y =

1
2
�E( a)m�x�y +

1
2
�E( b )m�x�y 在两个方向都是二次的# 

4  数 值分 析

411  特征值分析

对单元的刚度矩阵进行特征值分析可以发现它只有 6个零特征值,每一个特征值对应一

个刚体位移模态,因而所构造的8节点单元无假的零能模式, 也不出现机构# 

412  /剪切锁定0测试

中心受横向集中力的四边简支方板用来测试单元的/剪切锁定0行为, 板的尺寸: a @ a =

10 @ 10,弹性模量: E = 210 @ 109,泊松比: M= 013,根据结构的对称性取其1/ 4划分2 @ 2有限

元网格, 中心处挠度w 与解析解的无量纲化结果列于表1中,可以看出,随着跨 _厚比的增加,

本文构造的单元有很好的收敛性, 而常规的单元在 a / t \ 10
3
时已给出较差的解# 

    表 1 剪切锁定测试结果
*

网格 a / t 本文单元 常规单元

2@ 2 102 11008 01951

2@ 2 103 11007 01834

2@ 2 104 11007 01840

  * 结果用解析解无量纲化

   表 2 薄膜锁定测试结果

模型 w c

QUAD8RF 1401338

QUAD8RR 1651538

本文单元 1631863

精确解 1641240
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图 2 剪切锁定测试网格划分         图 3 对径受压圆柱壳参数

E = 1015 @ 106,M= 01 313,

 t = 01094, R = 41953,

 l = 10135, P = 10010

413  /薄膜锁定0测试

图3所示的对径受压圆柱壳用来测试单元的/薄膜锁定0行为, 圆柱壳在其两端部简支并

受到方向相反的两集中力作用,取其1/ 8用 4 @ 4网格进行计算,计算结果列于表 2中,用节减

积分规则计算剪切刚度、全积分规则计算薄膜刚度( QUAD8RF)得到了超刚度解, 用节减积分

规则计算剪切刚度和薄膜刚度(QUAD8RR)得到了较精确的解,本文单元所得的解几乎与节减

积分得到的解相同# 

5  结   论

用修正应变场构造的 8节点单元既无/锁定0问题又不出现机构,可用于厚的或薄的壳体

结构的分析# 本文构造的单元具有常规单元相同的自由度,只需在现有的程序上略加改动即

可实现,是一种具有实际意义的单元# 
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Locking_Free Degenerated Isoparametric

Shell Element

ZHANG Xiang_ming,  WANG An_wen,  HE Han_lin

( Depar tm ent of Ba sic Cour ses , Naval Univer sity of En gin eer in g , Wuhan 430033, P R China )

Abstract: An 8_noded locking_free degenerated isoparametric shell element is presented. A revised

interpolation for shear strain terms was constructed in natural co_ordinate system such that all neces-

sary modes ( translation, rotation and constant curvature) are preserved, which can be used to elim-i

nate shear locking. A revised interpolation for membrane strains was produced in the local Cartesian

co_ordinate system to overcome membrane locking behavior. The new 8_noded element has the proper

rank, with the requisite number of zero eigenvalues each associated with a rigid mode. The element

does not exhibit membrane or shear locking for large span_thickness ratio. The element does not form

element mechanisms or extra spurious zero energy modes. Therefore, it can be used for both thin and

thick shells.

Key words: degenerated isoparametric shell element; shear locking; membrane locking; finite ele-

ment method
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