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湿热环境中复合材料层合圆柱薄壳的
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摘要:  在宏_细观力学模型框架下, 讨论湿热环境对复合材料层合圆柱薄壳在轴向压缩作用下屈

曲和后屈曲行为的影响# 基于细观力学模型复合材料性能与湿度和温度变化有关# 壳体控制方

程基于经典层合壳理论,并包括湿热效应# 壳体屈曲的边界层理论被推广用于湿热环境的情况,

相应的奇异摄动法用于确定层合圆柱薄壳的屈曲荷载和后屈曲平衡路径# 分析中同时计及壳体

非线性前屈曲变形和初始几何缺陷的影响# 数值算例给出完善和非完善正交铺设层合圆柱薄壳

在不同湿热环境中的后屈曲行为# 讨论了温度和湿度, 纤维体积比率, 壳体几何参数,铺层数, 铺

层方式和初始几何缺陷等各种参数变化的影响# 

关  键  词:  结构稳定性;  后屈曲;  湿热环境;  层合圆柱壳;  壳体屈曲的边界层理论;  

奇异摄动法
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引   言

纤维增强复合材料壳结构已广泛用于航空,造船, 汽车及其他工业部门# 在结构的服役期

间,温度和湿度的变化会减小材料的弹性模量,降低材料的强度# 因此,需要仔细评估湿热环

境对结构的不利影响# 

采用经典层合壳理论讨论复合材料层合圆柱薄壳在机械荷载、热荷载或复合荷载共同作

用下后屈曲行为的论文已有许多, 如文献[ 1~ 6]# 在所有这些研究中材料性能都假定与温度

变化无关# 另一方面,讨论湿热环境对复合材料层合平板和柱形曲板屈曲荷载的影响的论文

相当有限[ 7~ 11] ,并仅限于讨论完善结构# 事实上,在许多情况下壳体承受高水平压应力其荷

载_挠度关系是非线性的, 且此类壳结构不可避免地存在初始几何缺陷# 据作者所知, 尚无公

开发表的文献讨论过复合材料层合圆柱壳在湿热环境中的后屈曲行为# 

在本文研究中, 假定温度和温度的分布是均匀的, 温度和湿度的变化假定与时间和位置无

关# 壳体材料性能假定是温度和湿度的函数# 材料热膨胀和吸湿膨胀系数由细观复合材料力

学给出(参见Tsai和Hahn[ 12] )# 就宏观而言,壳体控制方程基于经典层合壳理论,并包括湿热
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效应# 将壳体屈曲的边界层理论推广用于湿热环境的情况,相应的奇异摄动方法用于确定层

合圆柱薄壳的屈曲荷载和后屈曲平衡路径# 分析中同时计及壳体非线性前屈曲变形和初始几

何缺陷的影响# 初始缺陷的形式取作和壳体初始屈曲模态一致# 

1  基 本方 程

考虑半径为 R ,长度为 L ,厚度为 t 的层合圆柱薄壳, 铺层数为 N# 处于湿度和温度变化

的环境中,并承受轴向压缩荷载 P作用# 假定 �U, �V 和�W为对应右手坐标系( X , Y, Z) 的位移

分量,其中 X、Y 和Z 分别为壳体中面轴各、周向和法向(向内指向为正) 坐标# 以 �W*
( X , Y )

和 �W( X , Y) 分别表示圆柱壳的初始的和附加的挠度,以 �F ( X , Y ) 表示应力函数,并以逗号表

示微分求导,那么 �N x = �F , yy , �N y = �F , xx 和�N xy = - �F , xy# 

考虑正交铺设层合圆柱薄壳,由经典层合壳理论(即忽略横向剪切变形的影响)并计及湿

热效应,其控制方程为

L11( �W ) + L12( �F ) - L13( �N
H
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H

) -
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壳体平均端部轴向缩短量为

$x

L
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闭合条件(或周期性条件)为
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dY = 0, (5a)

即
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壳体端部边界假定为简支或固支的,那么边界条件为

沿 X = 0, L 边界
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*
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Q
2PR

0
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其中 Rx 为平均轴向压应力, �Mx 为单位长度上的弯矩# 

湿热荷载定义为
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由温度或湿度增量引起的内力和弯矩为
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其中 $T 为相对无热应变的参考温度引起的温度增量, $C 为相对零湿度引起的湿度增量,且
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其中 �Q ij 为转换弹性常数,定义为

�Q11

�Q12

�Q22

�Q16

�Q26

�Q66

=

c
4 2c

2
s
2

s
4 4c

2
s
2

c
2

s
2

c
4

+ s
4

c
2

s
2

- 4c
2

s
2

s
4 2c

2
s
2

c
4 4c

2
s
2

c
3
s cs

3
- c

3
s - cs

3
- 2cs( c

2
- s

2
)

cs
3

c
3
s - cs

3
- c

3
s 2cs( c

2
- s

2
)

c
2

s
2

- 2c
2

s
2

c
2

s
2

( c
2

- s
2
)
2

Q11

Q12

Q22

Q66

, (10a)

230 湿热环境中复合材料层合圆柱薄壳的屈曲和后屈曲



其中

Q11 =
E11

(1- M12M21)
, Q22 =

E 22

(1 - M12M21)
, Q12 =

M21E11

(1 - M12M21)
, Q66 = G12, ( 10b)

及

c = cosH, s = sinH, (10c)

其中 H为相对壳体X 轴的铺设角# 

基于细观力学模型, 复合材料热膨胀系数可表为[ 12]

A11 =
VfE fAf+ VmEmAm

V fE f + VmE m
, (11a)

A22 = ( 1+ Mf ) VfAf + (1+ Mm) VmAm - M12A11, ( 11b)

其中 Af和 Am分别为纤维和基体的热膨胀系数,而吸湿膨胀系数可表示为

B11 =
V fE fc fmBf+ VmEmBm
E11( V fQf c fm + VmQm)

Q, (12a)

B22 =
Vf(1 + Mf ) c fmBf + Vm(1+ Mm) Bm

V fQfc fm + VmQm
Q- M12B11, ( 12b)

其中 c fm为吸湿率; Bf和 Bm分别为纤维和基体的吸湿膨胀系数; Q, Qf和 Qm分别为复合材料层

板、纤维和基体的密度,其相互关系为

Q= VfQf+ VmQm# (13)

在以上公式中 Vf 和 Vm分别为纤维和基体的体积比率,且有

Vf + Vm = 1, (14)

其中 E f、G f和 Mf分别为纤维的弹性模量、剪切弹性模量和Poisson比, Em、Gm和Mm则分别为基

体的弹性模量、剪切弹性模量和Poisson比# 那么

E11 = VfE f+ VmEm , (15a)

1
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V f
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, (15c)

M12 = VfMf + VmMm, ( 15d)

由于 Em是温度和湿度变化的函数,因此 A11、A22、B22、E11、E 22和 G12皆为温度和湿度变化

的函数# 同样, /约化0刚度矩阵[ A
*
ij ]、[ B

*
ij ] 和[ D

*
ij ] ( i , j = 1, 2, 6) 亦为温度和湿度变化的

函数,定义为

A
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其中 A ij , B ij 和Dij 定义为
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2  分析方法与渐近解

依据上述公式我们现在来构造满足方程( 1)和( 2)及边界条件( 6)的解# 首先引进无量纲

量
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那么,非线性方程( 1)和( 2)可表为如下无量纲形式

E2L11( W) + EC14L12( F ) - C14F , xx = C14B
2L( W + W

*
, F) , (20)

L21( F) - EC24L22( W) + C24W , xx = -
1
2
C24B

2
L( W + 2W

*
, W) , (21)

其中

  

L11(  ) =
54

5x
4 + 2C12B

2 54

5x
25y

2 + C
2
14B

4 54

5 y
4 ,

L12(  ) = L22(  ) = C30
54

5x
4 + C32B

2 54

5x
25y

2+ C34B
4 54

5y
4,

L21(  ) =
54

5x
4 + 2C22B

2 54

5x
25y

2 + C224B
4 54

5 y
4 ,

L(  ) =
52

5x
2
52

5y
2- 2

52

5x5y
52

5x5y
+

52

5y
2
52

5x
2# 

(22)

由于湿度和温度增量 $C和 $T 与坐标无关,因此方程(1) 和(2) 中的湿热耦合算子消失,

但下式(23) 和(24) 中仍含有 $C 和 $T# 

壳体端部轴向缩短量化为
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闭合条件化为
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边界条件式( 6)化为

x = 0,P;
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W = Mx = 0  (简支) , (25a)

W = W , x = 0  (固支) , ( 25b)

1
2PQ

2P

0
B2

52F
5y

2dy + 2KpE
2

= 0# (25c)

对于各向同性圆柱壳,由式( 18)我们有 E= P2/�Z B 12, 其中 �Z B = ( L
2
/ Rt ) [ 1- M2] 1/ 2为

Batdorf壳体几何参数,对于经典圆柱壳屈曲问题其值应大于2185(参见Batdorf[ 13] )# 当�ZB >

2185时导出 E< 1,方程(20) 和(21) 即为边界层型方程# 此方程可同时考虑壳体非线性前屈

曲变形、后屈曲大挠度和初始几何缺陷的影响# 

依据式( 20) ~ ( 25) ,采用奇异摄动方法可确定完善和非完善,层合圆柱薄壳在不同湿热环

境条件下的后屈曲行为# 假定方程( 20)和( 21)的解为

W = w ( x , y , E) + �W( x , N, y , E) + Ŵ( x , F, y , E) ,

F = f ( x , y , E) + �F ( x , N, y , E) + Ŵ ( x , F, y , E) ,
(26)

其中 E为摄动小参数,如式(18) 所定义# w ( x , y , E)、f ( x , y , E) 称为壳体的/外解0或正则解,

�W( x , N, y , E)、�F ( x , N, y , E) 和 Ŵ ( x , F, y , E)、F̂ ( x , F, y , E) 分别为 x = 0和 x = P端的边界层

解,且边界层变量 N和F定义为

N= x / E,  F= (P- x ) / E (27)

(这意味着对于各向同性圆柱壳,边界层宽度为 Rt 量级)# 将式(26) 中的正则解和边界层

解展为如下渐近展开式
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wj ( x , y ) ,  f ( x , y , E) = E
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Ejf j ( x , y ) , (28a)
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j = 0
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Ŵ( x , F, y , E) = E
j = 0
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Ŵj+ 1( x , F, y ) ,  F̂ ( x , F, y , E) = E
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E
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F̂ j+ 2( x , F, y )# (28c)

壳体初始屈曲模态假定为

w2( x , y ) = A
(2)
11 sinmx sinny# (29)

壳体初始几何缺陷假定具有相同的形式,即

W
*

( x , y , E) = E2a
*
11sinmx sinny = E2 LA (2)

11 sinmx sinny , (30)

其中 L= a
*
11 / A

( 2)
11 为缺陷参数# 

将式( 26) ~ ( 28)代入方程方程( 20)和( 21) , 可得正则解和边界层解各自应满足的三组摄

动方程,利用式( 29)和( 30)逐级求解这些摄动方程组, 并在壳体两端匹配正则解和边界层解,

可以导得满足固支边界条件的大挠度渐近解

W = E A
( 1)
00 - A

( 1)
00 cos <

x

E
+

A
<
sin <

x

E
exp - A

x

E
-

    A
(1)
00 cos<

P- x

E
+

A
< sin <

P- x

E
exp - A

P- x

E
+

    E2 A
( 2)
11 sinmx sin ny + A

(2)
02 cos2ny -

    A
(2)
02 cos2ny cos<

x

E
+

A
<
sin <

x

E
exp - A

x

E
-

    A
(2)
02 cos2ny cos<

P- x

E
+
A
<
sin<

P- x

E
exp - A

P- x

E
+
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    E3[ A
( 3)
11 sinmx sinny + A

(3)
02 cos2ny ] + E4[ A

( 4)
00 + A

( 4)
20 sin2mx + A

(4)
02 cos2ny +

    A
(4)
13 sinmx sin3ny + A

(4)
04 cos4ny ] + O( E5) , (31)

F = - B
(0)
00

y
2

2
+ E - B

(1)
00

y
2

2
+ E2 - B

(2)
00

y
2

2
+ B

(2)
11 sinmx sinny +

    A
(1)
00 C24

1
b

+ C30 cos <
x

E
- C24

1
b

- C30
A
<
sin <

x

E
exp - A

x

E
+

    A
(1)
00 C24

1
b

+ C30 cos <
P- x

E
- C24

1
b

- C30
A
<
sin < P- x

E
@

    exp - A
P- x

E
+ E3 - B

(3)
00

y
2

2
+ B

(3)
02 cos2ny +

    A
(2)
02 cos2ny C24

1
b

+ C30 cos<
x

E
- C24

1
b

- C30
A
<
sin < x

E
exp - Ax

E
+

    A
(2)
02 cos2ny C24

1
b

+ C30 cos<
P- x

E
- C24

1
b

- C30
A
<
sin<

P- x

E
exp - A

P- x

E
+

    E4 - B
( 4)
00

y
2

2
+ B

( 4)
11 sinmx sin ny + B

( 4)
20 cos2mx + B

(4)
02 cos2ny +

    B
( 4)
13 sinmx sin3ny + O( E5)# (32)

式( 31)和( 32)中各系数相互联系,皆可表为 A
(2)
11 的函数, 为简洁起见,具体表达式不再给出# 

进一步,将式( 31)和( 32)代入边界条件( 25c) ,闭合条件( 24)和式( 23) , 我们可以导得后屈

曲平衡路径

Kp = K
(0)
p + K

(2)
p ( A

(2)
11 E)

2
+ K

(4)
p ( A

(2)
11 E)

4
+ , (33)

和

Dx = D(0)
p - D(0)

H + D(2)
p ( A

(2)
11 E)

2
+ D(4)

p ( A
(2)
11 E)

4
+ , (34)

式( 33)和( 34)中, ( A
(2)
11 E) 可视为二次摄动参数, 其值与壳体最大无量纲挠度有关, 即

A
(2)
11 E= Wm - ( 1W

2
m + ,, (35)

其中 Wm 为壳体最大无量纲挠度, 假定取在( x , y ) = (P/ 2m ,P/ 2n) 点,且

Wm =
1

C3

1

[ D
*
11D

*
22A

*
11A

*
22 ]

1/ 4
�W
t

+ ( 2 # (36)

在式( 34)和( 36)中

D(0)
H =

1
2C24

[ ( C224CT1 - C5CT2) $T + ( C224CT3- C5CT4) $C] , (37a)

( 2 =
1
C24

[ ( CT2- C5CT1)$T + ( CT4- C5CT3)$C ] + 2
C5
C24
K(0)

p # ( 37b)

式( 33) ~ ( 37)中所有其它符号如文献[ 4]所定义# 需要指出,现在 K
( i )
p 和D

( i )
p ( i = 0, 2, 4) 皆为

温度和湿度变化的函数# 

式( 33)和( 34)可用于复合材料层合圆柱壳在不同湿热环境条件下的后屈曲荷载_缩短曲

线(或荷载_挠度曲线)计算# 由于忽略了横向剪切变形效应的影响,壳体的径厚比的取值应大

于50, 面内弹性模量比的取值应小于 25,即 R/ t > 50和E11/ E22 < 25# 对于完善壳体取 �W*
/ t

= 0(或 L = 0) ,并取 �W / t = 0(注意 Wm X 0) ,我们容易求得屈曲荷载,其相应的屈曲模态为

( m , n) ,分别对应 X_方向的半波数和 Y_方向的全波数# 由式( 31)可以看出,由于边界层解的
贡献,壳体前屈曲变形是非线性的# 因此,本文得到的屈曲荷载与小挠度经典解是不同的# 
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3  算 例和 讨 论

为研究温度和湿度变化对复合材料层合圆柱壳后屈曲行为的影响,给出多种完善和非完

善正交铺设层合圆柱薄壳在不同湿热环境条件下的数值算例# 算例选用石墨/环氧复合材料,

但本文分析方法对其他复合材料同样适用# 对于所有算例取 R/ t = 100, 壳板厚度 t = 015
cm, 且各单层且有相同的厚度,材料性能常数为[ 12, 14, 15] : E f = 23010 GPa, G f = 910 GPa, Mf

= 01203, Af = - 0154 @ 10- 6
/ e , Qf = 175 0kg/ m

3
= 1175 g/ cm2, c fm = 0, Mm = 0134, Am = 4510

@ 10- 6
/ e , Qm = 120 0kg/m

3
= 112 g/ cm2, Bm = 2168 @ 10- 3

/wt% H2O和 Em = ( 3151 @ 01003T

- 01142C)GPa, 其中 T = T 0+ $T ,且T 0= 25 e (室温) ,及 C = C0+ $C ,且 C0 = 0wt%H2O # 

表 1 ( 0/ 90) s 和( 0/ 90) 2T正交铺设层合圆柱壳 (�Z = 500)

在三种湿热环境条件下的轴压屈曲应力 Rcr ( N/ mm
2) 比较

( 0/ 90) s (0/ 90) 2T

湿热环境条件 V f = 015 V f = 016 V f = 017 V f = 015 V f = 016 Vf = 017

$T = 0e , $C = 0% 851716 1011872 1221595 911429 1081556 1301007

$T = 50 e ,$C = 015% 831623 991540 1191905 891369 1061240 1271410

$T = 100 e , $C = 1% 811493 971087 1171150 871271 1031873 1241744

图 1  湿热环境对(0/ 90) s层合       图 2  在湿热环境下,纤维体积比率对( 0/ 90) s

圆柱壳后屈曲行为的影响 层合圆柱壳后屈曲行为的影响

我们计算了( 0/ 90) s 和( 0/ 90) 2T正交铺设层合圆柱壳 ( �Z = 500) 在三种湿热环境条件下的

屈曲应力,计算结果列在表1中# 三种湿热环境条件分别记 Ñ , Ò和 Ó# 对于情况 Ñ, T =

25 e ,因此 $T 和 $C皆为零# 对于情况 Ò, T = 75 e , $C = 015% ;对于情况 Ó, T = 125 e ,

$C = 110%# 

图1~ 6为参数分析的主要结果# 所有图中 �W*
/ t 和�W/ t 分别表示壳体无量纲最大初始

几何缺陷和附加挠度# 

图1给出完善 ( �W *
/ t = 0)和非完善( �W*

/ t = 011) , (0/ 90) s对称正交铺设层合圆柱壳( �Z
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= 500和 V f = 016) 在三种湿热环境条件( Ñ ~ Ó) 下的后屈曲荷载 _缩短曲线# 由图1可见

熟知的/跳跃0式后屈曲平衡路径,据此可计算壳体的缺陷敏感度# 图示表明, 温度和湿度的

增加将降低屈曲荷载,并使后屈曲平衡路径变得稍低# 

图 2给出纤维体积比率 V f( = 015, 016和017) 对(0/ 90) s正交铺设层合圆柱壳后屈曲行为

的影响,湿热环境条件对应 Ñ 和 Ó# 图示表明, 纤维体积比率愈高,屈曲和后屈曲强度降低

愈多# 

图 3  在湿热环境下,壳体几何            图 4 在湿热环境下,不同铺层

参数对(0/ 90) s层合圆柱 数 N 对正交铺设层合圆

壳后屈曲行为的影响 柱壳后屈曲行为的影响

图 5  ( 0/ 90) s 和(0/ 90) 2T层合圆柱壳在湿热      图 6 (0/ 90) s层合圆柱壳在三种湿热环

环境下的后屈曲荷载_缩短曲线比较 境条件下的缺陷敏感度曲线比较

图3给出壳体几何参数 �Z = (500和200) 对(0/ 90) s正交铺设层合圆柱壳后屈曲行为的影

响,湿热环境条件对应 Ñ 和 Ó# 图示表明, �Z = 200的圆柱壳相比 �Z = 500的圆柱壳具有较

小的端部轴向缩短量# 

图4给出不同铺层数N ( = 4和8) 对正交铺设层合圆柱壳后屈曲行为的影响,湿热环境条
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件对应 Ñ和 Ó# 注意到壳板厚度 t保持不变, 因此,随着铺层数增加单层厚度减小# 图示表

明,屈曲荷载和后屈曲强度随着铺层数的增加而增加, 但 8层(0/ 90) 2s 圆柱壳屈曲模态为( m ,

n ) = (4, 7) ,且仅能见到不明显的后屈曲/跳跃0# 

图5给出( 0/ 90) s 和( 0/ 90) 2T正交铺设层合圆柱壳后屈曲荷载_缩短曲线比较, 湿热环境条

件对应Ñ和Ó# 图示表明, ( 0/ 90) 2T层合圆柱壳屈曲模态为 ( m , n) = (5, 7) ,且后屈曲平衡路

径是稳定的,此时壳结构对初始几何缺陷表现不敏感# 

图6给出( 0/ 90) s 正交铺设层合圆柱壳在三种湿热环境条件下的缺陷敏感度曲线, 和图 1

结果相对应# 图中 K* 等于非完善壳体的极值点荷载除以完善壳体的屈曲荷载(即取 �W*
/ t

= �W/ t = 0)# 图示表明,温度和湿度的增加将减弱壳结构的缺陷敏感度, 但本算例仅对应较

小的初始几何缺陷# 

4  结   论

为了弄清温度和湿度变化对复合材料层合圆柱薄壳屈曲和后屈曲的影响,发展了一种基

于宏_细观力学模型的后屈曲分析方法# 材料性能参数考虑与湿度和温度的变化有关,并以纤

维和基体的性能参数和体积比率的显式给出# 壳体屈曲的边界层理论推广用于湿热环境的情

况,相应的奇异摄动方法用于确定层合圆柱薄壳的屈曲荷载和后屈曲平衡路径# 给出正交铺

设层合圆柱薄壳在湿热环境条件下的参数分析# 计算结果表明, 随着温度和湿度变化的增加

壳体屈曲和后屈曲强度减小, 缺陷敏感度减弱,且温度和湿度的变化,纤维体积比率,壳体几何

参数,铺层数,铺层方式和初始几何缺陷材料对层合圆柱薄壳的后屈曲行为有显著影响# 
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Buckling and Postbuckling of Laminated Thin Cylindrical

Shells under Hygrothermal Environments

SHEN Hui_shen

( School of Civil Engineer in g and Mechanics , Shanghai J iaotong

Un iver sity , Shan gha i 200030, P R China )

Abstract: The influence of hygrothermal effects on the buckling and postbuckling of composite lam-i

nated cylindrical shells subjected to axial compression is investigated using a micro_to_macro_mechan-i

cal analytical model. The material properties of the composite are affected by the variation of temper-

ature and moisture, and are based on a micromechanical model of a laminate. The governing equa-

tions are based on the classical laminated shell theory, and including hygrothermal effects. The non-

linear prebuckling deformations and initial geometric imperfections of the shell were both taken into

account. A boundary layer theory of shell buckling was extended to the case of laminated cylindrical

shells under hygrothermal environments, and a singular perturbation technique was employed to deter-

mine buckling loads and postbuckling equilibrium paths. The numerical illustrations concern the post-

buckling behavior of perfect and imperfect, cross_ply laminated cylindrical shells under different sets

of environmental conditions. The influences played by temperature rise, the degree of moisture con-

centration, fiber volume fraction, shell geometric parameter, total number of plies, stacking se-

quences and initial geometric imperfections are studied.

Key words: structural stability; postbuckling; hygrothermal environments; composite laminated

cylindrical shell; a boundary layer theory of shell buckling; singular perturbation tech-

nique
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