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摘要 :  研究简支的受轴向周期激励的粘弹性柱动力稳定性, 柱的材料满足分数导数型本构关

系# 建立了描述粘弹性柱动力学行为的弱奇异性 Volterra积分_偏微分方程, 利用 Galerkin 方法将

其化归为弱奇异性Volterra积分_常微分方程# 利用平均化方法的思想给出了粘弹性柱运动稳定状

态的存在性条件# 给出一种新的计算方法, 克服了存储整个响应历史数据的困难, 并给出了数值

算例,计算结果与解析方法的结论比较吻合# 
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引   言

粘弹性结构的稳定性分析因其具有广阔的应用而吸引了愈来愈多的研究# Cederbaum和

Mond应用多尺度法建立了周期轴向荷载作用下粘弹性柱的稳定性条件[ 1] ,程昌钧, 张能辉应

用Liapunov 指数等方法研究了粘弹性板的动力学行为[ 2]# 在上述工作中, 结构材料的本构关

系一般为微分型、Boltzmann线性叠加原理或 Leaderman关系, 松弛函数一般取成 Prony 级数,最

终得到的描述粘弹性结构的静、动力学控制方程化为微分方程组,然后进行定性分析和定量分

析# 

由Grement首先提出的分数导数型的粘弹性材料本构关系可以仅用少量的参数构成材料

的数学模型,并且能够描述材料在较大频率范围内的动力学特性,被认为是一种比较能够精确

描述一类粘弹性材料的模型
[ 3~ 5]

, 近年来有关粘弹性材料分数导数型本构关系的研究很

多[ 6~ 7]# 虽然分数微分积分的数学理论已比较丰富[ 8] ,但利用分数导数型本构关系,建立的结

构动力学行为的控制方程是具有奇异性的积分_微分方程,所以它的定性分析和数值计算都比
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较困难,迄今只有少量用分数导数型本构关系研究粘弹性结构的静、动力学行为的研究工作# 

本文致力于研究粘弹性柱的稳定性问题# 设柱的材料服从粘弹性分数导数型本构关系,

在通常的假设下,首先建立简支的受周期轴向载荷作用的粘弹性柱的动力学分析的初边值问

题,其控制方程是弱奇异性Volterra积分_偏微分方程,然后利用 Galerkin方法, 将其化归为弱奇

异性Volterra积分_常微分方程# 利用平均化方法的思想给出粘弹性柱运动稳定状态存在的解

析条件# 给出一种新的计算方法, 克服存储整个历史数据的困难,并给出数值算例# 

1  数 学模 型

考虑受轴向力的均匀简支粘弹性柱的横向运动# 设柱的横向位移为 V( x , t )、柱的密度为

Q、柱的长度为 L、截面积为 A、轴向荷载 P( t)、截面弯矩为 M (x , t )# 假设运动发生在柱的一

个主平面内,则柱的动力学方程为

  QA
52
V( x , t )

5 t 2
+ P ( t )

52V( x , t )
5 x2

-
52M (x , t )

5x 2 = 0, (1)

其中

  M (x , t ) = - QA
yRx( t )dA, (2)

Rx 为截面轴向应力分量# 

粘弹性材料的Kelvin_Voingt分数导数本构关系为

  R( t ) = E0E( t ) + E1D
A
[ E( t ) ] , (3)

其中 E0, E 1是材料常数,DA是 Riemann_Liouville分数导数算子[ 8] ,定义为

  D
A
[ x ( t ) ] =

1
#(1 - A)

d
dtQ

t

0

x ( S)
( t - S)A

dS   (0 < A< 1) , (4)

其中 # 为 Gamma函数 # ( z ) SQ
]

0
t
z- 1e- tdt   (Re( z ) > 0)# 

对于小挠度变形,柱的几何关系为

  Ey( t ) = - y
5 V2

( x , t )

5x 2 # (5)

将( 5)代入( 3) ,再把( 3)代入( 2) ,经过整理后得到弯矩的表达式

  M (x , t ) = - I E 0
52V( x , t )

5x 2 + E1D
A 52V( x , t )

5x2 , (6)

其中

  I = QA
y
2dA# (7)

将( 6)代入( 1) ,得到

QA
52V( x , t )

5t 2
+ P( t )

52
V( x , t )

5x 2 + I E 0
54V( x , t )

5x 4 + E 1D
A 54

V( x , t )

5x 4 = 0# (8)

设粘弹性柱两端简支,故在两端 x = 0和 x = L 有边界条件

  V( x , t ) = M ( x , t ) = 0, (9)

即

  V(0, t ) = V( L, t ) =
52
V( x , t )

5x 2 =
52
V( L , t )

5x 2 = 0# (10)

设初值条件为
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  V( x , 0) = v0, Vt ( x , 0) = v1  ( x I [ 0, L ] )# (11)

方程( 8)是弱奇异性 Volterra 积分_偏微分方程# 方程( 8)以及边值条件( 10)和初值条件

( 11)构成粘弹性柱小挠度的动力学分析的初边值问题# 

设( 8)、( 10)、( 11)的解有形式

  V( x , t ) = E
]

n = 1

vn ( t ) sin
nPx
L

# (12)

将( 12)代入( 8) , 再在两端同乘 sin( nPx / L ) ,然后在区间[ 0, L ] 上积分, 利用正交性条件, 整理

得

  QA&v ( t ) + I
nP
L

4

E0v ( t ) + E 1D
A
[ v( t ) ] -

nP
L

2

P ( t) v( t ) = 0# (13)

其中,已令 vn( t ) = v ( t )# 

令 X2 =
I
QA

nP
L

4

E 0, P
*
=

nP
L

2

E 0I , G1 =
P1

P
* , k1 =

E1

E0
,进一步取定周期轴向载荷为

  P( t) = P1cosHt , (14)

其中 H= kX, k 为正整数# 

将( 14)代入( 13) , 得

  &v ( t ) + X2[ v ( t ) - G1v( t ) cosHt ] + X2k 1D
A
[ v( t ) ] = 0# (15)

由( 11)得初值条件为

  v(0) = v 0, Ûv(0) = v1# (16)

(15)和( 16)为两端简支的粘弹性柱简化的动力学模型, 是具有弱奇异性的 Volterra 积分_

微分方程# 对具有弱阻尼的粘弹性材料, k 1是一个小参数# 

2  动力稳定性条件

当初值条件 v( 0) = 0, Ûv( 0) = 0时,系统(15) 有平凡解 v( t ) S 0# 本节将讨论平凡解的

稳定性,

将( 15)重新整理得

  &v ( t ) + X2v ( t ) = X2( G1v( t ) cosHt - k1D
A
[ v ( t ) ] )# (17)

考虑具有弱阻尼的粘弹性材料, k 1是一个小参数,假定 G1是与 k1同数量级的小参数# 由

平均化方法,设(17) 的解具有形式[ 9]

  v( t ) = r cosU, U= Xt + W, Ûv ( t ) = - Xr sinU# (18)

因而解满足

  Ûr cosU- ÛWr sinU= 0 (19)

将( 18)代入( 19)得

  Ûr sinU+ ÛWr cosU= - G1Xr cosHtcosU+ Xk1D
A
[ r cosU]# (20)

由( 19) , ( 20)联立求得

  Ûr = - G1 Xr cosHtcos( Xt + W) - X
k1

G1
D A

[ r cos( Xt + W) ] sin( Xt + W) , (21)

  ÛWr = - G1 Xr cosHt cos( Xt + W) - X
k 1

G1
D

A
[ r cos( Xt + W) ] cos( Xt + W)# (22)

r ( t ) 的一个周期内对(22) 两边积分得
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Q
T+

2P
X

T
Ûrdt = - Q

T+
2P
X

T
G1 Xr cosHtcos( Xt + W) - Xk1D

A
[ r cos( Xt + W) ] sin( Xt + W)dt , (23)

由于 r, W是时间 t 的慢变函数, 在 r ( t ) 的一个或二个周期内, r , W, Ûr , ÛW可看作常数, 但
r ( t ) 的分数导数与整个时间区间[ 0, t ] 上 r ( t ) 的值都有关, 于是在计算分数导数时, 在[ 0, t ]

上 r , W及其导数不能看作常数# 

不妨设 T = 2mP/ X,在 T 足够大时(m 足够大) ,计算(23) 式得

  Ûr ( T) = A + B , (24)

其中

  A = -
X
2PQ

T+ 2P
X

T
G1 Xr cosHtcos( Xt + W) sin( Xt + W) dt =

-
1
4
G1 Xr ( T ) sin2WT   (当 H= 2X) ,

0   (当 H= kX, k I N 且 k X N 且 k X 2) ,

  B =
X
2PQ

T+
2P
X

T
Xk1D

A
[ r cos( Xt + W) ] sin( Xt + W) dt =

X2k 1

2P#(1- A)Q
T+

2P
X

T

d
dt Q

t

0

r ( S) cos( XS+ W( S) )
( t - S) A

dS sin( Xt + W)dt =

X2k 1

2P#(1- A)Q
T+

2P
X

T

d
dt Q

T- 2P
X

0

r ( S) cos( XS+ W( S) )
( t - S)

A dS+

Q
t

T- 2P
X

r ( S) cos( XS+ W( S) )
( t - S) A

dS sin( Xt + W)dt# 

记

  C =
X2k 1

2P#(1- A)Q
T+

2P
X

T

d
dt Q

T- 2P
X

0

r ( S) cos( XS+ W( S) )
( t - S) A

dS sin( Xt + W)dt ,

  D =
X2 k1

2P#(1 - A)Q
T+ 2P

X

T

d
dt Q

t

T-
2P
X

r ( S) cos( XS+ W( S) )
( t - S)

A dS sin( Xt + W)dt# 

于是,

  D =
X2k 1r

2P#(1 - A)Q
T+

2P
X

T

d
dt Q

t

T- 2P
X

cos( XS+ W( S)
( t - S) A

dS sin( Xt + W)dt =

X
2
k1 r

2PQ
T+ 2P

X

T
X
A
cos Xt + W+

AP
2

sin( Xt + W)dt = -
1
2
X
1+ A

k1r sin
AP
2
,

C = -
AX2k1

2P#(1- A)Q
2P
X( m+ 1)

2P
X
m E

m- 2

i= 0
Q

2P
X( i+ 1)

2P
Xi

r ( S) cos( XS+ W( S) )
( t - S) A+ 1 dS sin( Xt + W)dt =

    -
AX

2
k 1

2P#(1 - A) E
m- 2

i = 0

riQ
2P
X
( i+ 1)

2P
Xi

cos( XS+ Wi ) Q
2P
X
( m+ 1)

2P
Xm

sin( Xt + W)
( t - S)

A+ 1 dt dS =

    -
AX

2
k 1

2P#(1 - A) E
m- 2

i = 0

riQ
2P
X
( i+ 1)

2P
Xi

cos( XS+ Wi ) Q
2P
X( m+ 1)

2P
X
m

sin( Xt + W) @

    1
#(1 + A)Q

]

0
s
A
e
(- t+ S) s

ds dt dS =
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    - 8 E
m- 2

i= 0

riQ
2P
X
( i+ 1)

2P
Xi

cos( XS+ Wi ) Q
]

0
s
AdsQ

2P
X (m+ 1)

2P
X
m

sin( Xt + W) e(- t+ S) sdt dS =

    - 8sinWm E
m- 2

i= 0

riQ
2P
X( i+ 1)

2P
X
i

cos( Xt + Wi ) Q
]

0

s
A

s
2
+ X2

( e -
2P
Xm+ S s

-

    e
- 2P
X
(m+ 1)+ S s

)ds dS = - 8sinWm E
m- 2

i= 0

r iQ
]

0

s
A

s
2
+ X

2ds @

    Q
2P
X( i+ 1)

2P
Xi

cos( XS+ Wi ) [ e
-
2P
Xm+ S s

-

    e -
2P
X (m+ 1)+ S s

] dS = - 8 sinWm E
m- 2

i= 0

riQ
]

0

s
A

s
2
+ X2

ds @

    Q
2P
X( i+ 1)

2P
X
i

cos( XS+ Wi ) [ e
-
2P
Xm+ S s

- e -
2P
X( m+ 1)+ S s

] dS
=

    - 8sinWm E
m- 2

i= 0

ri ( Gi+ 1- G i ) cosWi =

    - 8sinWm - r 0G0cosW0+ E
m- 2

i= 0

[ Gi ( ri-1- r i ) ] cosWi + rm- 2Gm- 1cosWm- 1 # 

其中,

8 =
AX2 k1

2P#(1- A) #(1 + A)
, Gi = Q

]

0

s
A

( s
2
+ X2) 2

[ e
2P
Xs( i- m)

- e
2P
Xs( i- 1- m)

] ds, ( i = 0, 1, ,,

m - 1)# 

G i 是 i的单调增加函数,并且

  max
i= 0, ,, m- 1

G i = Gm- 1 = Q
]

0

s
A

( s
2
+ X2) 2

[ e-
2P
Xs - e-

4P
Xs] d s# 

由于 r , W是时间 t的慢变函数,所以 ri- 1 U ri ,现在进一步假设E
m- 2

i= 0
[ G i ( ri- 1- ri ) ] cosWi很

小, 可忽略不计, 同时 rm- 2近似为 rm , Wm- 1近似为 Wm ,此外因为当m足够大时, G0趋于零,于是

C 可近似的表示成

  C = - 8sinWTcosWTQ
]

0

s
A

( s
2
+ X2) 2

[ e-
2P
X
s
- e-

4P
X
s
] ds = - H Xsin2WT ,

其中, H =
AXk 1

4P#( 1- A) #(1+ A)Q
]

0

s
A

( s
2
+ X2) 2

[ e-
2P
X
s
- e-

4P
X
s
] ds# 

将上述表达式代入( 24) ,得:

Ûr ( T ) = - r ( T)
1
2
X1+ A

k 1sin
AP
2
+

G1
4
+ H Xsin2WT   (当 H= 2X时) ,

Ûr ( T ) = - r ( T)
1
2
X1+ A

k 1sin
AP
2
+ H Xsin2WT   (当 H= kX( k I N ) 且 k X 2时)# 

(25)

系统( 25)的零解的稳定性对应于系统( 15)的平凡解的稳定性# 

当 H= 2X时, 取 G1 < Gc = 2XAk1sin
AP
2
- 4H , 则对任意的 W,成立

  Ûr ( T) [ - r ( T)
1
2
X
1+ A
k1sin

AP
2

# (26)
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当 H= kX( k I N ) 且 k X 2时, 如果
1
2
X1+ A

k1sin
AP
2
> H ,则对任意的 W, (26) 仍成立# 综合

上述分析,当 H= 2X时, (15) 的平凡解稳定的条件为

  G1 < Gc = 2XAk1sin
AP
2
- 4H# (27)

当 H= kX( k I N ) 且 k X 2时, (15) 的平凡解稳定的条件为

  1
2
X1+ Ak 1sin

AP
2
> H# (28)

3  数值计算方法

分数导数的计算一般采用如下的方法[ 10]# 

  D A
[ x ( t ) ] =

1
#(1 - A)

d
dtQ

t

0

x ( S)
( t - S)A

dS =

      1
# (1- A)

x (0)

t
A + Q

t

0

xc( S)
( t - S) A

dS   (0 < A< 1)# (29)

把区间 [ 0, t ] 作 n等价, t = nh, h 为步长,则

  D A
[ x ( t ) ] =

1
#(1 - A)

x (0)
( nh)

A+ E
n- 1

j= 0
Q
( j+ 1) h

jh

xc( t - S)
SA

dS # (30)

用差分近似替代微分

  xc( t - S) U
x n- ( j+ 1) - xn- j

h
# (31)

将( 31)代入( 30) , 并计算积分得:

D A
[ x ( t ) ] =

1
#(1- A)

x (0)

( nh)
A+

1
1- A

1

h
A E

n- 1

j= 0
( x n- ( j+ 1) - x n- j ) ( ( j + 1) 1- A- j

1- A
) # 

(32)

采用这种方法, 在计算过程中需要存储整个响应的历史数据,不利于计算长时间系统的响应# 
本文将给出一种计算方法,克服存储整个历史数据的困难# 

记

  y ( t ) = Q
t

0

x ( S)
( t - S)A

dS   (0 [ t [ T, 0 < A< 1)# (33)

把区间 [ 0, T ] 作 m 等份,取 t = n$t , $t 为步长, 是

  y ( n$t ) = Q
n$t

0

x ( S)
( n$t - S) A

dS= E
n- 1

k= 0
Q
( k+ 1) $t

k$t

x ( S)
( n$t - S) A

dS, (34)

  y ( ( n + 1) $t ) = Q
( n+ 1) $t

0

x ( S)
( ( n + 1) $t - S) A

dS =

      E
n- 1

k= 0Q
( k+ 1) $t

k$t

x ( S)
( ( n + 1) $t - S) A

dS+Q
( n+ 1)$t

n$t

x ( S)
( ( n + 1)$t - S)A

dS, (35)

现在假设 y ( n$t ) 已经求得,下面计算 y ( ( n + 1)$t )

设 y ( ( n + 1) $t ) - y ( n$t ) = $y ,则

  y ( ( n + 1) $t ) = y ( n$t ) + $y , (36)

  $y = Q
( n- l) $t

0
x ( S) G( S)dS+ E

n- 1

k= n- l+ 1
Q
( k+ 1)$t

k$t
x ( S) G ( S) dS+

      Q
( n+ 1)$t

n$t

x ( S)
( ( n + 1)$t - S)

AdS, (37)
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其中 G( S) =
1

( ( n + 1)$t - S)A
-

1

( n$t - S)A
# 

对于( 37)的后面两部分仍采用类似( 32)的方法,存储 n - l 个数据, 而第一部分的计算采

用下面的近似方法

  Q
( n- l )$t

0
x ( S) G( S)dS = ( $t ) 1- A

x ( ( n - l) $t ) [ l- A
- n

- A
]# (38)

在实际计算分数导数过程中, 先用( 32)的方法计算若干步,然后采用( 36)、( 37)、( 38)的方法进

行计算# 

4  数 值算 例

文[4]给出的一类丁腈橡胶(Nitrile Rubber1479) ,材料参数为 E0 = 5104 @ 107Pa, E1 = 2127 @

105Pa, A= 0164# 本文考虑的粘弹性柱的材料为此类丁腈橡胶,计算得 k 1 = 01004 503 97# 

411  考虑第一模态,即在( 13)中取 n = 1,设 X= 1,当激励周期 H= 2X= 2, 由式( 27) 得

到 Gc = 01007 595 69,其中H = 21491 76 @ 10- 6# 初值条件取 v(0) = 1, Ûv (0) = 0,对不同的

G1数值研究系统(15) 的零解的稳定性# 

当 G1< Gc, 系统稳定, 且响应的幅值渐近于零, G1 = 01001 2的情形如图1所示# 然而,当

G1接近 Gc时系统响应非常缓慢地趋于零, G1 = 01007 4的情形如图 2所示# 

图 1  X = 1, H= 2, G1 = 01 001 2 的响应    图 2 X= 1,H = 2, G1 = 01007 4的响应

图 3  X = 1, H= 2, G1 = 01 007 6 的响应    图 4 X= 1,H = 2, G1 = 01008 1的响应

当 G1 = 01007 60 U Gc ,系统稳定,响应于等幅运动,如图 3所示# 

当 G1> Gc ,系统不稳定# 若 G1略大于 Gc ,幅值缓慢地增加, G1= 01008 1的情形如图 4所

示# G1 = 01011 4的情形如图 5所示# 
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图 5 X = 1,H = 2, G1 = 01011 4的响应    图 6  X = 1, H= 2, G1 = 01087 的响应

图 7 X = 4,H= 8, G1 = 01018 5 的响应   图 8  X = 115, H= 3, G1 = 01009 86 的响应

图 9 X = 6,H= 12, G1 = 01024 1的响应

当激励周期 H= 3X = 3 时, (28) 显然是满

足的# 取激励参数 G1= 01087时,系统稳定,响应
的幅值仍渐近于零, 如图 6所示,这与平均化方法

得到的结论是一致的# 

考虑第二模态, 即在( 13)中取 n = 2,则 X=

4,当激励周期 H= 2X = 8, 由式(27) 得 Gc =

01018 469 3, 其中 H = 41746 15 @ 10- 8# 当 G1 =

01018 5,系统稳定, 响应于等幅值运动, 如图 7所

示# 

412  考虑第一模态, 即在( 13)中取 n = 1,设

X = 115, 当激励周期 H= 2X = 3, 由式(27) 得到 Gc = 01009 855 76, 其中 H = 81202 73 @

10- 7# 当 G1 = 01009 86时,系统稳定,响应于等幅运动, 如图 8所示# 

考虑第二模态, 即在( 13)中 n = 2, 则 X= 6,当激励周期 H= 2X= 12, 由式(27) 得到 Gc

= 01023 941 5, 其中 H = 11420 2 @ 10- 8# 当 G1 = 01024 1时, 系统稳定, 响应于等幅运动,如

图9所示# 

数值算例的结果与系统( 15)的稳定条件基本上是一致的# 

5  结   论

本文建立了描述简支的受轴向周期激励的粘弹性柱动力学行为的弱奇异性Volterra积分_

偏微分方程( 8) , 柱的材料满足分数导数型本构关系# 利用 Galerkin 方法将控制方程( 8)化归
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为弱奇异性Volterra 积分_常微分方程( 15)# 

利用平均化方法的思想得到平均化系统( 25)来分析粘弹性柱的动力学行为# 给出了粘弹

性柱运动稳定状态存在的条件,即载荷参数 G1 的一个临界条件( 27)# 

给出一种新的计算方法, 克服了存储整个响应历史数据的困难# 

提供了数值算例,计算结果与解析方法的结论比较吻合# 
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Dynamical Stability of Viscoelastic Column With

Fractional Derivative Constitutive Relation
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Abstract: The dynamic stability of simple supported viscoelastic column, subjected to a periodic axial

force, is investigated. The viscoelastic material was assumed to obey the fractional derivative const-i

tutive relation. The governing equation of motion was derived as a weakly singular Volterra integro_

partial_differential equation, and it was simplified into a weakly singular Volterra integro_ordinary_dif-

ferential equation by the Galerkin method. In terms of the averaging method, the dynamical stability

was analyzed. A new numerical method is proposed to avoid storing all history data. Numerical exam-

ples are presented and the numerical results agree with the analytical ones.

Key words: viscoelastic column; fractional derivative constitutive relation; averaging method; weakly

singular Volterra integro_differential equation; dynamical stability
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