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摘要:  首先得到一类拟线性椭圆型方程组的正解的先验界估计和衰减性质, 从而推出该方程组

的径向非增正对称解的不存在性结果# 利用此结果建立了一类拟线性反应扩散方程组(非牛顿渗

流系统)的爆破界的估计, 推广了半线性( Fujita型)反应扩散方程组的结果# 
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1  引言及问题引出

拟线性反应扩散方程组(即非牛顿渗流系统)和半线性反应扩散方程组(即牛顿渗流系统)

解的结构是目前非线性微分方程研究中的前沿课题,它们在现实中扮演着重要重色,例如在研

究电介质的静电场的问题中, 其电势由静态非牛顿渗流系统边值问题所确定, 称为 Poisson_

Boltzman问题# 此类问题还在非牛顿和牛顿流体理论,多孔煤质中的气体渗流等问题的研究

中有着广泛的背景# 

近几年,关于半线性(Fujita型)反应扩散方程组

  
u t = $u + v

m
,

vt = $v + u
n  ( ( x , t ) I 8 @ (0, T ) ) ,

(A)

以及相应的椭圆型方程组

  
- $u = v

m
,

- $v = u
n  ( x I 8 ) ,

(B)

已经有不少研究,这里区域 8 A R
N
, m , n > 1(例如参见[ 1 ~ 5] )# 对于问题 ( A)的研究包括

整体解的存在性,多解性, 爆破,爆破速率,爆破集,唯一性和非唯一性等# 对于问题( B)的研

究包括存在性和不存在性,以及唯一性和非唯一性等, 相比之下, 对于拟线性反应扩散方程组

(即非牛顿渗流系统)和相对应的拟线性椭圆型方程组的研究结果较少(参见文献[ 6~ 12] )# 

特别是对于拟线性反应扩散方程组的爆破界的估计结果更少# 

若存在 T < + ] ,设反应扩散方程的解 u( x , t ) 当 t y T 时有 + u(#, t ) +C
0
(�8 ) y ] ,则

称解在有限时间内爆破, 这时整体解不再存在# 
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在[ 1] , [ 9]中涉及的是单个半线性牛顿渗流方程:

  ut ( x , t ) = $u + u
m
( x , t )  ( x , t ) I B(0, R ) @ (0, T )

和半线性牛顿渗流方程组:

  ut ( x , t ) = $u( x , t ) + vm( x , t ) ,

  vt ( x , t ) = $v( x , t ) + u
n
( x , t )

的爆破界的估计问题# 本文进一步研究拟线性的非牛顿渗流系统, 讨论下述问题的正解在爆

破点邻近的先验界估计# 

  ut = div | Du | p- 2Du) + vm , (1)

  vt = div( | Dv | q- 2Dv ) + u
n  ( x , t ) I B (0, R) @ (0, T )# (2)

  u( x , 0) = u0( x ) ,  v ( x , 0) = v0( x )  x I B(0, R ) , (3)

  u( x , t ) = v ( x , t ) = 0  ( x , t ) I 5B (0, R ) @ (0, T ) , (4)

这里 B(0, R ) 是中心在原点半径为 R 的球# T > 0, p , q \2, m > p - 1, n > q- 1, u0和 v0:

�B (0, R) y R
N 是非负C1函数且在5B (0, R) 上为零# 参数 p 表示介质的特征,当 p > 2时称

为扩张流, p < 2称为拟塑性流体# 若 p = 2,被称为牛顿流体# 

2  主要结果

在叙述主要定理之前,我们回忆一些定义:

对 x I B (0, R) 如果有 u( x ) = u( | x | ) , 则称 u: B(0, R ) y R 是径向的# 

如果 u 是径向的且关于r = | x | 递减,称 u: B (0, R ) y R 对称递减函数

本文的主要结果为下述定理:

定理  假设以下条件成立:

� ) u0, v0: �B (0, R ) y R 是非负,径向,对称递减的 C
1函数且在5B(0, R ) 上为零,

� ) ( u, v) 是(1) ~ (4) 定义在 B(0, R ) @ (0, T ) 上的古典正解,其中(0, T ) 是最大存在区

间,且 T < + ] ,

� ) lim
t yT
u(0, t ) = lim

t yT
p (0, t ) = + ] ,

� ) ut ( x , t ) \ 0, v t ( x , t ) \ 0对( x , t ) I B (0, R ) @ (0, T ) ,

� ) 对任意 t I (0, T ) , u t ( x , t ) 和 v t ( x , t ) 在 x = 0处达到最大值# 

� ) 整数 N \2, 且满足

  N [ n( mq + p ( q - 1) )
mn - ( p - 1) ( q - 1)

,

或

  N [ m( nq + q ( p - 1) )
mn - ( p - 1) ( q - 1)

,

� ) 存在正常数 k 1, k2和 G< T 使得

  k2u(0, t )
D

2
/ D

1 [ v(0, t ) [ k 1u( 0, t ) D2
/ D

1   (对 t I ( G, T ) ) , (5)

则存在正常数 c1, c2 使得

  u( x , t ) [ u(0, t ) [ c1( T - t)
- D

1 , (6)

  v( x , t ) [ v( 0, t ) [ c2( T - t)
- D

2, (7)

对 ( x , t ) I B(0, R ) @ (0, T )# 这里
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  D1 =
mq + ( q - 1) p

m( pn + q ( p - 2) ) - p ( q - 1)
,

  D2 =
np + ( p - 1) q

n( qm + p ( q - 2) ) - q( p - 1)
# 

本定理的证明放在下节, 我们先给出下面命题:

命题  假设 m, n, p , q , N 满足:

� ) m > p - 1, n > q - 1以及 p , q \ 2

� ) N [ n( mq + p ( q - 1)
mn - ( p - 1) ( q - 1)

,  N \ 3

或N [ m( np + q( p - 1) )
mn - ( p - 1) ( q - 1)

# 则方程组

  - div( | Du | p- 2
| Du | ) = v

m
, (8)

  - div( | Dv | q- 2
| Dv | ) = u

n
,  x I B(0, R) , (9)

不存在 C
1
( R

N
) ,关于 r = | x | 递减的正对称解# 

为了证明命题, 我们给出下面引理:

引理 1  设 ( u, v) 是方程组(8) ~ (9) 的递减正对称解, 则对 r > 0有

  r
p

N

1/ (p- 1)

v
m/ ( p- 1) [ - ruc [ N - p

p - 1
u( r ) , (10)

  r
q

N

1/ ( q- 1)

u
n/ ( q- 1) [ - rvc [ N - q

q - 1
v( r )# (11)

证明  系统( 8) ~ ( 9)在球坐标中可写为

  - ( <p ( uc) rN- 1
)c = v

m
r
N- 1
, (12)

  - ( <q( vc) rN- 1
)c= u

n
r
N- 1
, (13)

  uc(0) = vc(0) = 0, (14)

这里 <p( u ) = | u |
p- 2
u, <q ( v ) = | v |

q- 2
v# 对(12) 在(0, r ) 上积分且注意到 uc < 0, vc< 0,

我们有

  - <p ( uc) rN- 1
= Q

r

0
v
m
( s) s

N- 1ds =
r
N

N
v
m
( r ) - m / NQ

r

0
s
N
v
m- 1
vcds \ r

N

N
v
m
( r ) , (15)

则

  - ruc \ r
p

N

1/ (p- 1)

v
m/ (p- 1)

( r )# 

这是( 10)式左边不等式# 类似可证( 11)式左边不等式# 

系统( 12) ~ ( 13)可写为

  - ( p - 1) | uc | p- 2
ud+ (1- N) / r<p( uc) = v

m  (对 r > 0) ,

  - ( q - 1) | vc | q- 2
vd + (1 - N ) / r<q( vc) = u

n  (对 r > 0) ,

显然

  - rud+ (1- N) uc/ ( p - 1) =
rv
m

( p - 1) | uc | p- 2, (16)

  - rvd + (1- N) vc/ ( q - 1) =
ru
n

( q - 1) | vc | q- 2# (17)

我们令

  MA ( r) = ruc+ N - p
p - 1 u,  MB = rvc+ N - q

q - 1 v# 

从( 16) ~ ( 17)式, 推出当 r > 0时,我们有
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  d
dr
MA ( r ) [ 0,  d

dr
MB( r ) [ 0,

则 MA ( r ) , MB ( r ) 在(0, + ] ) 上是非增函数# 

下面证明对 r > 0有 MA ( r ) \0# 我们用反证法# 假设存在 r 1 > 0使得 MA ( r 1) < 0,则

我们有

  uc( r ) + (N - p ) / ( p - 1) r
- 1
u [ r

- 1
MA ( r 1) ,   (对 r > r 1)# 

因为 u 是非负函数,我们有

  uc( r ) [ r
- 1
MA ( r1) ,  r > r 1# (18)

对不等式( 18)从 r 1到 r 积分, 我们得到

  u( r ) - u( r1) [ MA ( r 1) ln
r
r1
,  r > r 1# 

显然 l im
ry+ ]

u ( r ) = - ] ,这是一个矛盾,则 MA ( r ) \ 0# 类似可证 MB( r ) \ 0# 因此我们得到

结论

  MA ( r) \ 0,  MB( r ) \ 0   (对 r > 0)# (19)

因为 uc< 0和 vc < 0,我们从(19) 式导出(10) 和(11) 式的右边不等式:

  - ruc [ N - p
p - 1

u( r ) ,  - rvc [ N - q
q - 1

v ( r)   (对 r > 0)# 

引理 2  假设定理 1的条件满足# 令 ( u, v) 是方程组(8) ~ (9) 的递减正对称解, 则有

  u( r ) [ Cr
-

p ( q- 1)+ mq
mn- (p- 1)( q- 1) ,

  v( r ) [ Cr
-

q (p- 1)+ nq
mn- (p- 1)( q- 1)# 

证明  从( 10)和( 11)直接得到

  r
p

N

1/ (p- 1)

v
m/ ( p- 1)

( r ) [ N - p
p - 1

u( r ) , (20)

  r
q

N

1/ ( q- 1)

u
n/ ( q- 1)

( r ) [ N - q
q - 1

v( r )# (21)

我们从( 20)和( 21)得

  u( r ) [ C (N, n, p , q , m) r
-

p ( q- 1)+ mq
mn- ( p- 1) ( q- 1) ,

  v( r ) [ C (N, n , p , q , m) r
- q ( p- 1)+ np
mn- ( p- 1) ( q- 1)# 

注  由引理 1和引理 2 推出下面一些有用的估计, 对 u( r ) 和 v( r ) 以及充分大的 r 有,

  - rN- 1<p ( uc) v = rN- 1 | uc | p- 1v [ CrN- p- (A+ B) ,

  - rN- 1<q ( vc) u = rN- 1 | vc | q- 1u [ CrN- q- (A+ B) ,

这里 A+ B=
(p - 1) ( q- 1) q+ ( q - 1) np + p ( q- 1) + mq

mn - ( p - 1) ( q - 1)
; C = C ( m, n, p , q , N )# 

因此,如果 N < min( p + A+ B, q + A+ B) , 我们有

  lim
r y ]
rN- 1<p ( uc) v = lim

r y ]
rN- 1<q ( vc) u = 0,

  lim
r y ]
rN- 1<p ( uc) vc = 0, lim

r y ]
rN- 1<q( vc) uc = 0

和

  0 [ Q
]

0
rN- 1<p ( uc) vcdr ,Q

]

0
rN- 1<q ( vc) ucdr < + ] # 
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命题的证明  令 ( u, v ) 是方程组(8) ~ (9) 的正对称递减解,则对 r > 0, ( u, v) 满足

  - ( rN- 1<p( uc) )c = r
N- 1
v
m
,

  - ( rN- 1<q( vc) )c= r
N- 1
u
n# 

从命题的条件( � )和( � )可推出

  Q
+ ]

0
N
( q- 1)( N- 1

q- 1
) Q

+ ]

N
s
p- 1-

N- q
q- 1 mds

n/ (p- 1)

dN= + ]

或

  Q
+ ]

0
N(p- 1)( N- 1

p- 1
) Q

+ ]

N
s
q- 1-

N- p
p- 1 nds

m/ ( q- 1)

dN= + ] # 

从而利用引理 1,引理 2和文献[ 6]中定理 313的证明方法,我们可证明命题成立# 

3  主要结果的证明

定理的证明  对 t I (0, T ) 定义

  A( t ) = u(0, t ) 1/ S
1,  B( t ) = v (0, t ) 1/ S

2,

这里 S1 =
mq + ( q - 1) p

mn - ( p - 1) ( q - 1)
和 S2 =

np + ( p - 1) q
mn - ( p - 1) ( q - 1)

# 

令 C( t ) = A( t ) + B( t ) , r = | x |

  w 1( r , t ) =
u ( r / C( t ) , t )

C( t ) S1
,  w2( r , t ) =

v ( r/ C( t ) , t )
C( t ) S2

,

利用定理中的条件� )和 � ) , 推出

  0 [ div( | Dw 1( r , t ) |
p- 2Dw 1( r , t ) ) + w

m
2 ( r , t ) [

ut (0, t )

C( t ) p+ (p- 1) S
1
# (22)

  0 [ div( | Dw 2( r , t ) |
q- 2Dw 2( r , t ) ) + w

n
1( r , t ) [

v t (0, t )

C( t ) q+ (q- 1)S
2
# (23)

对任何 t I (0, T ) 和 S I [ 0, RC( t ) ) 成立# 

利用定理中的对称性和条件� ) ,我们可以把( 22) ~ ( 23)写为

  0 [ ( <p ( w
c
1) )c+ N - 1

r
<p( w

c
1) + w

m
2 [

ut ( 0, t )

Cp+ (p- 1) S
1
, (24)

  0 [ ( <q( w
c
2) )c+

N - 1
r

<q( w
c
2) + w

n
1 [

v t (0, t )

Cq+ ( q- 1)S
2
# (25)

因为 ut , v t \ 0, 从(24) ~ (25) 我们得到

  0 [ ( <p ( w
c
1) )c+ N - 1

r
<p( w

c
1) + w

m
2 [

u t (0, t )

C( t ) p+ ( p- 1) S
1
+

v t (0, t )

C( t ) q+ ( q- 1) S
2
, (26)

  0 [ ( <q( w
c
2) )c+

N - 1
r

<q( w
c
2) + w

n
1 [

ut (0, t )

C( t ) p+ ( p- 1) S
1
+

v t (0, t )

C( t ) q+ ( q- 1) S
2
, (27)

对任何 t I (0, T ) 和 S I [ 0, RC( t ) ) 成立# 

因为 u( x , t ) 和 v ( x , t ) 在 x = 0处达到最大值, 我们容易推出 w 1和 w 2有界# 事实上,

  0 [ w1( r , t ) [ u(0, t )

C( t )
S

1
[ 1, (28)

  0 [ w2( r , t ) [ v(0, t )

C( t )
S

2
[ 1, (29)

用 w1, r(其中 w 1, r 表示w 1对 r 求偏导) 乘(24) ,我们得到
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  ( <p( w1, r ) ) rw1, r +
N - 1
r

| w 1, r |
p
+ w

m
2 w 1, r [ 0,

从而可推出

  d
dr
( ( p - 1) / p | w1, r |

p
) + w

m
2w 1, r [ 0# (30)

对( 30)在 (0, r ) 上积分, 我们得到

  p - 1
p

| w 1, r |
p
+ w

m
2 w 1- w

m
2 (0, t ) w 1(0, t ) - mQ

r

0
w
m- 1
2 w2, r 1dr [ 0# (31)

从( 31)和 w 2, r ( r, t ) [ 0, 推出

  | w 1, r | [ 2p
p - 1

1/ p

# (32)

对 t I (0, T ) , r I [ 0, RC( t ) )# 类似可得

  | w 2, r | [ 2q
q - 1

1/ q

(33)

对任意 t I (0, T ) 和 r I [ 0, RC( t ) ) 成立# 

下面我们用反证法去证明

  lim inf
t yT

u t (0, t )

C( t )
p+ ( p- 1) S

1
+

v t (0, t )

C( t )
q+ ( q- 1) S

2
= c > 0# 

如果

  lim inf
t yT

u t (0, t )

C( t ) p+ ( p- 1) S
1
+

v t (0, t )

C( t ) q+ ( q- 1) S
2
= 0, (34)

则存在序列 tm A (0, T ) 以及 tm y T 使得

  lim inf
t
m

yT

u t (0, tm)

C( tm)
p+ ( p- 1) S

1
+

v t (0, tm)

C( tm)
q+ ( q- 1) S

2
= 0# 

因为由( 28) ~ ( 29) ,和( 32) ~ ( 33) , w 1(#, tm) 和 w 2(#, tm) 是一致有界和 Lipschitz连续以

及Lipachitz常数不大于min (2p / ( p - 1) ) 1/ p
, (2q / ( q - 1) ) 1/ q

, 从Ascoli- Arzela定理推出存

在序列(仍记为 tm ) 使得

  w 1(#, tm) y �w 1(#) , w 2(#, tm) y �w 2(#)  (当 m y+ ] ) (35)

在 [ 0, + ] ) 上的紧子集一致成立# 此外, �w 1, �w 2 I C ( [ 0, + ] ) , R+ ) , �w 1(0) = �w 2(0) = 1,

和 �w 1, �w 2在[ 0, + ] ) 上是递减的# 进一步,可知 �w 1, �w 2是李普希兹连续,从而在[ 0, + ] ) 上

绝对连续# 考虑 �w 1, �w 2的分布意义, 显然(32) ~ (33) 在分布意义下成立,于是我们在分布意

义下有,

  w 1, r (#, tm) y �w 1, r(#) ,  ( <p ( w 1, r ) (#, tm) )cr y ( <p (�w 1, r(#) ) ) r   (当 m y+ ] ) ,

(36)

  w 2, r (#, tm) y �w 2, r (#) ,  ( <q( w 2, r) (#, tm) )cr y ( <q (�w 2, r(#) ) ) r   (当m y+ ] )# 

(37)

从( 35) ~ ( 37) ,在 (0, ] ) 上按分布意义推出

  ( <p( �w
c
1) )c+

N - 1
r

<p (�w
c
1) + �w

m
2 = 0, (38)

  ( <q( �w
c
2) )c+

N - 1
r

<q (�w
c
2) + �w

n
1 = 0# (39)

从( 38)和( 39) ,可得 �w 1, �w 2 是 C
1
(0, + ] ) , 且由(38) , (39) 初值问题局部解的存在唯一性,我

们可得在(0, ] ) 上 �w 1, �w 2 > 0且 �w
c
1( 0) = �w

c
2(0) = 0# 
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如果 N = 2, 我们从(36) ~ (37) 推得 r<p ( �w
c
1) 和 r<p( �w

c
2) 是递减的,且存在 M < 0和 r 0>

0使得

  r<p (�w
c
1) < M 对r I ( r0, + ] )# 

从上面不等式对 r 0 [ s [ t 积分可推出

  �w 1( s) > �w 1( s) - �w 1( t ) =

      (- M ) 1/ (p- 1)Q
t

s
r
- 1/ (p- 1)

dr = (- M)
1/ (p- 1)

( t
(p- 2) / (p- 1)

- s
( p- 2) / ( p- 1)

)# (40)

对( 40)式令 t y+ ] ,我们得出矛盾# 

最后,如果 N > p , N > q 成立, 从命题可得(38) ~ (39) 没有正解# 从而得出(34) 不成

立,则有

  lim inf
t yT

u t (0, t )

C( t ) p+ ( p- 1) S
1
+

v t (0, t )

C( t ) q+ ( q- 1) S
2
= c > 0# (41)

从( 41)得存在 t 1 I (0, T ) 使得对任意 t I ( t1, T ) 我们有

  c [
ut (0, t )

C( t ) p+ (p- 1) S
1
+

v t (0, t )

C( t ) q+ ( q- 1) S
2

[

      
u t (0, t )

u( 0, t ) [ m( pn+ q( p- 1) ) ] / [ mq+ ( q- 1) p ] +
vt (0, t )

v(0, t ) [ n( qm+ p ( q- 1) ) ] / [ np+ (p- 1) q]# (42)

对( 42)式在 ( t , s ) A ( t 1, T ) 上两边积分且令 s y T,我们得到

  c( T - t) [ D1u (0, t )
- 1/ D

1+ D2v (0, t )
- 1/D

2# (43)

在( 43)式利用条件 � ) , 可得

  c( T - t) [ D1k
1/ D

21 v (0, t )- 1/ D
2+ D2 v(0, t )

- 1/ D
2,

显然对任意 ( x , t ) I B(0, R ) @ (0, T ) 有 v 的爆破界的估计:

  v( x , t ) [ v( 0, t ) [ c2( T - t)
- D

2# 

类似可得对 u 的爆破界估计:

  u( x , t ) [ u(0, t ) [ c1( T - t)
- D

1# 

证毕# 

4  结   论

本文利用一类拟线性椭圆型方程组的不存在性结果, 建立了一类拟线性非牛顿渗流方程

系统的爆破界的估计,从定理的条件来看,条件� )较强,我们猜测条件� )可以去掉,并且可以

得到更好的结果,即

  u(0, t ) = O( ( T - t)
- D

1) ,  v(0, t ) = O( ( T - t)
- D

2   (当 t y T ) # 

对此将在以后进一步加以讨论# 
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Blow_up Estimates for a Non_Newtonian

Filtration System

YANG Zuo_dong,  LU Qi_shao

( College of Scien ce Beijing Un iver sity of Aeronautics and Astr onantics , Beijing 100083, P R China )

Abstract: The prior estimate and decay property of positive solutions are derived for a system of

quasilinear elliptic differential equations first. Hence, the result of nonexistence for differential equa-

tion system of radially nonincreasing positive solutions was implied. By using this nonexistence result,

blow_up estimates for a class quasilinear reaction_diffusion systems ( non_Newtonian filtration sys-

tems) are established, which extencds the result of semilinear reaction_diffusion( Fujita type) sys-

tems.
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