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任意荷载下成层粘弹性地基的一维固结
�

蔡袁强, �徐长节, �袁海明

(浙江大学 土木系, 杭州 310027)

(丁皓江推荐)

摘要 : � 针对成层粘弹性地基模型, 运用 Laplace变换及矩阵传递法求解了任意荷载下成层粘弹性

地基一维变形问题,得到了频域内的通解, 通过 Laplace逆变换, 即可计算成层粘弹性地基在任意荷

载下的一维变形�� Terzaghi一维固结理论解是本文的一个特例�� 结合三层地基的算例, 可以看到粘

弹性地基的固结相对于弹性地基有个滞后过程, 但随时间最终趋于一致; 循环荷载下粘弹性多层

地基固结时, 其有效应力和变形都呈振荡增长, 且不与荷载同步,而要相对滞后�� 此外, 通过一工

程实例,对该方法的可靠性进行论证, 以证明该法确能指导工程实践��
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引 � �言

自Terzaghi 之后, 又有许多学者对一维固结问题进行了卓有成效的研究�� Wilson

( 1974) [ 1]、Baligh( 1978) [ 2]等基于Terzaghi理论对矩形波载情况作了详尽的分析[ 1] [ 2] ,吴世明等

( 1988) [ 3]推导了以积分形式表达的任意荷载的一维固结方程的通解[ 3] ,这些都是针对弹性地

基情形的研究��对于粘弹性地基, 早在 50年代, 陈宗基( 1958) [ 4]就对此有过研究[ 4] ,随后门福

录( 1963) [ 5]、赵维炳( 1989) [ 6]等学者也对此进行过研究,他们的研究仅限于单层地基情况��但

实际工程土体受力后不仅表现出弹性,而且还表现出粘性;地基土层一般也为成层状态, 故层

状粘弹性地基很具研究价值��本文针对多层地基的模型, 推导了成层粘弹性地基在任意荷载

下的一维固结方程通解, 并结合算例和工程实例, 对多层地基中孔压消散机理及固结变形进行

探讨,以指导工程实践��

1 �成层粘弹性地基固结方程及求解

设地表荷载随时间任意变化,其余假设同 Terzaghi假设,分析模型如图 1所示��对于地基

中第 i 层: 一维 Kelvin体的应力_应变关系为:

��i ( z , t ) = 2G i�i ( z , t ) + 2�i
2�i ( z , t )
�t , (1)

渗流定律可表述为:
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图 1� 成层粘弹性地基模型

��i ( z , t )
�t =

ki
rw

�2��i ( z , t )
�z 2

, (2)

其中: G i为第 i层土体的剪切模量, �i 为第i 层土体的粘滞

系数, ki 为第 i层土体的渗透系数�� ��i ( z , t ) 表示第 i 层土

体中任一深度任一时刻相对于初始有效应力的有效应力增

量��

由式( 1)及式( 2) ,在任意荷载下,成层地基一维固结方

程为:

���i ( z , t )
�t = cvi

�2�i ( z , t )
�z 2

, (3)

其中: cvi 是第 i 层土体的固结系数:

cvi =
ki
rw

2G i + 2�i
�
�t = cei + c li

�
�t�� (4)

对固结方程( 3)进行拉氏变换,可得:

� � s���i ( z , s ) - ���i ( z , 0) = cei
�2���i ( z , s)
�z 2

+ cli s
�2���i ( z , s )
�z 2

-
�2���i ( z , 0)
�z 2

, (5)

式中: ���i ( z , s ) = �
�

0
�
�
i ( z , t ) e

- st
dt ��

对于双面透水表面, 问题的初始边界值条件为:

� � ��i ( z , 0) = 0� � ( | z | � hn ) , (6)

� � ��i (0, t ) = p ( t ) � � ( t > 0) , (7)

� � ��i ( hn, t ) = p ( t ) � � ( t > 0)�� (8)

根据式( 6) ~ ( 8)的拉氏变换式,求解方程( 5)得:

� � ���i ( z , s) = A i1exp( riz ) + A i2exp(- riz ) (9)

其中: r2i = s/ ( cei + cli � s )��

层间连续条件: 应力连续: ��i | z = hi = �
�
i+ 1 | z= hi , (10)

流量连续:
ki
rw

��i
�z | z = hi =

ki+ 1

rw

���i+ 1

�z z= hi
( i = 1, � , n - 1) , (11)

对式( 7) ~ ( 8)及式( 10) ~ ( 11)进行拉氏变换, 有:

� � A 11 + A 12 = �P ( s ) , (12)

� � A n1e
r
n
h
n + An2e

- r
n
h
n = �P ( s ) , (13)

� � A i1e
r
i
h
i + A i2e

- r
i
h
i = A i+ 1, 1e

r
i+ 1

h
i + A i+ 1, 2e

- r
i+ 1

h
i, (14)

� � kiri ( Ar1e
r
i
h
i - A i2ee

- r
i
h
i ) = ki+ 1 ri+ 1( A i+ 1, 1e

r
i+ 1

h
i - A i+ 1, 2e

r
i+ 1

h
i ) , (15)

其中: �P ( s) 为荷载 P ( t) 的拉氏变换式��

由式( 14)、( 15)可得: [ Di+ 1] = [ Mi ] [ Di ] , (16)

[ Di ] 为第 i 层的应力解系数矩阵,

� � [ Di ] =
A i1

A i2
, � [ Mi ] =

1
2
(1+ �i ) e

( r
i
- r

i+ 1
) h

i
1
2
(1- �i ) e

- (r
i
+ r

i+ 1
) h

i

1
2 (1- �i ) e

( r
i+ 1
+ r

i
) h

i
1
2 (1 + �i ) e

( r
i+ 1

- r
i
) h

i

, (17)
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其中: �i =
kiri

ki+ 1ri+ 1
��

由式( 16)递推可以得到: [ Di ] = [ �Mi ] [ D1] , (18)

其中: [ �M i ] = [ Mi- 1] � [ M1] � � ( i = 2, � , h)��

由式( 12)得: [ 1� 1] [ D1] = �P ( s) , (19)

由式( 13)得: [ e
r
n
h
n � e

- r
n
h
n
] [ Dn] = �P ( s ) , (20)

即: � [ e
r
n
h
n � e

- r
n
h
n
] [ �Mn] [ D1] = �P ( s )�� (21)

设: � [ �Mn] =
m11 m12

m21 m22
,

则由( 20)、( 21)式可解得:

� � [ D1] =
A 11

A 12

=

e
r
n
h
n
m12+ e

- r
n
h
n
m22- 1

e
r
n
h
n
( m12- m11) + e

- r
n
h
n
( m22 - m21)

�P ( s)

1- e
r
n
h
n
m11- e

- r
n
h
n
m21

e
r
n
h
n
( m12- m11) + e

- r
n
h
n
( m22 - m21)

�P ( s)

�� (22)

由式( 16)、( 22)可求得任一层的系数矩阵 [ Di ] : [ Di ] = [ �M i ] [ D1]�� (23)

至此已求出各层应力的拉氏变换解为:

� � ��i ( z , s ) = [ exp( riz ) � exp(- riz ) ] [ Di ] = [ exp( riz ) � exp(- riz ) ] [ �M i ] [ D1]�� (24)

将式( 24)作Laplace逆变换,即可得到时域内应力解:

� � ��i ( z , t ) = 1
2�i�

a+ i �

a- i �
���i ( z , s) es tdt�� (25)

根据频域内应力即可计算频域内的应变,由式( 1)的拉氏变换, 地基中任一深度处的应变

为:

� � ��i ( z , s ) = ��( z , s ) / (2G i + 2�is) (26)

则应变的时域解为:

� � �i ( z , t ) = 1
2�i�

a+ i �

a- i �
���i ( z , s ) estdt , (27)

地基总沉降为:

� � � s = �
n

i= 1

�si = �
n

i= 1
�

ht

h
i- 1

�i ( z , r )dz�� (28)

此处需加以说明的是:对于单面透水情况,只需对边界条件加以变骅, 可采用上述的方法

进行同样的推导��

2 �算例分析

对于数值拉氏逆变换,目前已提出了多种反演方法,Narayanan和 Beskos[ 7]比较分析了八种

常用的方法,认为 Durbin所提出方法是目前精度最高且最可靠的方法��本文采用了 Durbir
[ 8]

所提出的数值拉氏逆变换方法,编制了相应的程序, 进行了一系列的计算, 并对结果进行了讨

论��

算例 1�本算例将考察成层 Kelvin粘弹性地基及弹性地基应力增长曲线的异曲点,参考

赵维炳( 1989)的研究成果,取成层粘弹性地基的土质参数如表 1,令表1中 �i = 0( i = 1, 2, 3) ,
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即可做为弹性地基计算参数, 荷载为骤加荷载��

� 表 1 三层地基计算参数表

参数 层厚/ m G i/Pa �i /Pa� s k i/ m/ s

第一层 2�0 1�0� 107 3�0� 1013 3�0� 10- 9

第二层 3�5 3�0� 107 1�5� 1013 2�0� 10- 11

第三层 4�5 4�0� 107 1�0� 1013 5�5� 10- 11

图 2� 有效应力沿深度分布 � � � � � � � � � � � 图 3� 沉降随时间增长曲线

� � � 表 2 三层地基计算参数

参数 层厚/ m G i/Pa �i /Pa� s k i/ m/ s

第一层 1�0 1�0� 107 1�5� 1013 2�0� 10- 10

第二层 1�5 2�0� 107 1�0� 1013 3�0� 10- 10

第三层 1�0 1�0� 107 1�5� 1013 2�0� 10- 10

图 4� 有效应力增长曲线

图2是上述粘弹性地基和弹性地基中当 t =

50天时有效应力沿深度的分布,从图中可看到,弹

性地基固结快于粘弹性地基的固结�� 同时可发

现, 由于最上一层的渗透系数远远大于其下两层

的渗透系数,其固结明显快于其下两层的固结��

图3是当骤加荷载为 1�0� 105Pa时弹性三层
地基及粘弹性三层地基的变形随时间的变化曲

线,由图 3可以看出: 固结前期粘弹性三层地基的

变形小于弹性三层地基的变形,随时间的增长,两

者的差距变小, 最终两者的变形将趋于一致, 达到最终沉降量��

算例 2 � 算例 1是针对骤加荷载的情形, 本算例将考察正弦波形荷载 p ( t ) = p (1 +

sin �t )�� 其Laplace 变换式为: �p ( s ) = p
1
s
+

�
�2+ s

2 , 周期 T 取为 60小时, 则圆频率 � =

2�T, 土质计算参数见表 2�� 图4即是 z = 1�5处骤加荷载和正弦波形荷载下应力增长曲线��
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由图 4可知: 正弦波形荷载下粘弹性三层地基的有效应力增长与骤加荷载下粘弹性三层

地基的有效应力增长模式不同, 前者呈振荡增长, 而且其振荡的步调与荷载的步调不完全一

致,应力增长相对于荷载有滞后现象��

3 �工程实例

某石化公司拟建一个 500 00 立方米油罐, 该油罐地基为软土地基, 土质软弱, 而荷载较

大,故经作者反复研究决定采用水泥搅拌桩法处理该地基,工程概况参见文献[ 9]��水泥搅拌

桩的水泥掺合量 15%, 桩长为 15m (入细砂层顶面) , 桩径 �550, 桩距 1�05m, 置换率 m=

25�06�,具体工况可参见文献[ 9] :

作者把油罐地基视为双层地基,上层加固层为第一层, 下卧层为第二层,通过试验分析,可

得出如下的计算参数:

� 表 3 � 地基粘滞性参数

层厚/ m E /Mpa 粘滞性系数 / Pa � s 渗透系数 k/ m/ s

第一层 15�0 27�4 1�0� 1011 3�05� 10- 9

第二层 19�0 11�8 0�9� 1010 1�0� 10- 7

试水及使用期荷载可简化为如图 5所示, 由于试水后土实际上已成为超固结土,而且试水

期较长(固结完成的较为充分) ,故使用期荷载循环产生的沉降非常小��由实测资料也可看出

沉降集中在试水期, 因而本算例只求试水期的沉降量��

试水期的荷载是个不等腰三角形荷载和恒载的叠加��对其中三角形荷载部分(如图 6所

示)进行富利叶展开成正余弦函数,再进行拉氏变换可得:

图 5� 油罐荷载简化图� � � � � � � � � � 图 6� 变荷载示意图

� � p ( s) =
p 0

2s + �
�

k= 1

ak
s

( k�/ T ) 2+ s
2 + bk

k�/ T
( k�/ T ) 2+ s

2 , (29)

其中: a0 = 1/ T�
T

- T
p ( t )dt = p 0;

ak = 1/ T�
T

- T
p ( t ) cos

k�t
T

dt =
p 0

k�( T - t 1)
[ 1 + cos( k�) ] -

T
k�+ ( t1 - T ) sin

k�t 1
T

+

� � � � T
k�

cos
k�t 1
T

+
p 0

k�t1
[ 1+ cos( k�) ] t 1sin

k�t 1
T

+
T
k�

+ cos
k�t 1
T

-
T
k�

;
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bk = 1/ T�
T

- T
p ( t ) sin

k�t
T

dt =
p 0

k�( T - t1)
[ 1+ cos( k�) ] ( T - t 1) cos

k�t 1
T

+

� � � � T
k�

sin
k�t 1
T

+
p 0

k�t1
[ 1+ cos( k�) ] T

k�
sin

k�t 1
T

- t 1cos
k�t 1
T
�� (30)

由于工程中尚有恒载 p 1, 故实际p ( s) 表达式为:

� � p ( s) =
p 1

s
+

p 0

2s
+ �

�

i= 1

ak
s

( k�/ T )
2
+ s

2+ bk
k�/ T

( k�/ T )
2
+ s

2 �� (31)

图 7� 实测沉降曲线与计算沉降曲线对比

本工程中 p 1= 700 00Pa, p 0= 165 000Pa, T =

85天, t 1 = 65天�� 对以上过程进行编程, 计算 85

天的沉降同实测值相比较如图7所示�� 图中有四

条曲线,各代表工程实测总沉降, 计算总沉降, 加

固区沉降,下卧层沉降�� 由图中可看出实测总沉

降和计算值拟合的较好, 变化趋热较接近, 这说明

此法用于工程是完全可行的�� 下卧层的沉降要

明显大于回固区的沉降, 这是由于加固区经水泥

加固, 模量明显要比下卧层大, 这也符合工程实

际�� 由图中还可看出,实测值始终要比计算值小一些, 这是由于荷载简化模型同实际情况有

一定差距, 即工程上它的加载是个阶梯上升的过程, 因此实际加载计算取值大而快, 故沉降要

更大些��

4 �结 � �论

本文针对成层粘弹性地基模型,运用Laplace 变换及矩阵传递法求得了成层粘弹性地基在

任意荷载下的一维变形, 取得的主要结论有:

( 1) 通过对算例的分析,粘弹性地基的固结相对于弹性地基明显有个滞后过程,即前期变

形较小,但随时间最终趋于一致;

( 2) 循环荷载(如正弦波形荷载)下粘弹性多层地基固结时, 其有效应力和变形都呈振荡

增长,且不与荷载同步,而要相对滞后;

( 3) 用本法计算结果同工程实例结果相比较,可看出两者较为相近, 由此证明本方法完全

可应用于工程实践��
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One Dimensional Consolidation of Layered and

Visco_Elastic Solids Under Arbitrary Loading

CAI Yuan_qiang, �XU Chang_jie, �YUAN Hai_ming

( Depar tm ent of Civil Engin eer in g , Zhejian g Un iver sity , Han gzhou 310027, P R Chin a )

Abstract: Based on the layered visco_elastic soil model, according to the Terzaghi�s one dimensional

consolidation theory, by the method of Laplace transform and matrix transfer technique, the problems

about the consolidation of layered and saturated visco_elastic soils under arbitrary loading were

solved. Through deductions, the general solution, in the terms of layer thickness, the modulus and

the coefficients of permeability and Laplacian transform� s parameters was obtained. The strain and

deformation of the layered and saturated visco_elastic soils under arbitrary loading can be calculated

by Laplace inversion. According to the results of several numerical examples, the consolidation of vis-

co_elastic soils lags behind that of elastic soils. The development of effective stress and the displace-

ment is vibrant process under cyclic loading. Finally, an engineering case is studied and the results

prove that the methods are very effective.

Key words: arbitrary loading; layered; visco_elastic soils; one_dimensional consolidation
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