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摘要:  对连续统力学中的基本定律和均衡方程以及 C_D不等式进行了认真的再研究# 指出了现

有的动量矩均衡定律和能量守恒定律以及 Clausius_Duhem 不等式的不完整性, 并且提出了不带微

结构的局部和非局部非对称连续统中新的而且更为普遍的能量守恒定律和相应的能量均衡方程

以及 C_D不等式# 
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引   言

连续统力学是一门既古老而又年轻的学科# 它是以适用于所有物质的基本定律和表征

各类物质特性的本构理论两大支柱为基础而建立起来的# 

最早的经典连续统力学的理论框架由以质量守恒定律, Cauchy第一运动方程(动量均衡定

律)和第二运动方程(动量矩均衡方程或应力对称定理)为基本定律和以虎克定律为本构理论

所组成# 

长期以来没有人怀疑过这个理论框架# 直到1909年, 法国 Cosserat
[ 1]
两兄弟出版/ Theorie

des Corps Deformable0专著,突破了应力对称定理,从而建立起有向粒子连续统模型, 并成为广

义连续统力学的开山之作# 但是,由于理论超前,在当时并没引起人们的注意,以至于竟埋没

了近半个世纪# 直到 1958年,美国两位理性力学家Ericksen和 Truesdell及德国连续统力学家

Guenther同时发表有关论文才使 Cosserat连续统得到公认,并在各国迅速发展# 

到1945年作为现代连续统力学基础理论的理性力学开始复兴(可参阅钱伟长,郭仲衡,戴

天民为中国大百科全书力学卷撰写的理性力学词条
[ 2]

)# 理性力学的重要成就之一就是对物

质体理论进行公理化,其中包括基本公理和本构公理体系# 到目前为止, 国内外已出版多部

连续统力学的专著和教材,因为太多,不便一一列举# 但就作者所知, 除了陈至达[ 3]的专著

/有理力学0, 几乎所有专著和教材除在本构理论方面各具特色外, 至今都仍然采用经典连续
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统力学中的质量守恒定律、Cauchy 第一和第二运动方程、以及能量守恒定律, 有的再加上熵

不等式# 

Eringen曾于 1975年在[ 4]中对动量矩均衡定律和能量守恒定律中分别加上考虑在孤立点

处作用有集中力 FA和集中力偶MA影响的项:

  E
A

( pA @ FA+ MA) 和E
A

( FA# VA+ MA# XA)# 

这些是很重要的概念# 遗憾的是, 他没有继续深入探讨, 而是就此止步, 放弃这些影响,

又回到经典连续统的范畴# G. E. Mase[ 5]于 1970年曾用一个习题指出, 如果连续统内存在体

力矩,则应力张量就不再是对称的# 陈至达[ 6]
于 1981年提出考虑体力矩的动量矩均衡方程

  ( Rij + ( Rij )
T
+ Qmi

j = 0# 

这里 Rij 和m
i
j 分别为应力张量和根据体力矩矢量m 定义的二阶张量# 由于体力矩的效应,应

力张量不再对称# 若体力矩为零,则又归结为应力对称定理, 即Cauchy第二运动定律# 这应

该看作是多年来连续统力学发展中的又一次突破# 这类工作涉及到对传统的连续统力学中

的动量矩均衡定律需加修正的现实# 奇怪的是, 在所有带微结构的广义连续统理论中没有不

考虑体力矩的, 而在传统的连续统力学中直到 1981年又都回避体力矩的存在 # 陈[ 6] 及宋彦

琦和陈[ 7] 已建立起有限变形非对称弹性理论的广义变分原理# 

又是 Eringen, 他在[ 8]中研究非局部弹性学性力学问题时提到:具有 Q̂= 0的非极性情况,

动量矩均衡方程

  Elmn tmn + Q( l̂ l - Elmn xm f̂ n) = 0

的括号内两项一般说来不为零,故知, 在非局部弹性力学中应力可能是不对称的# 这一论断

是正确的# 遗憾的是,他又就此止步,强令 Q( l̂ l- Elmn xmf̂ n) = 0, 于是又回到经典的应力对称

性范畴# 高键于 1988年在他的博士论文[ 9]中根据非局部连续统理论的公理化体系提出考

虑外加体力矩影响的非局部弹性理论,实现了 Eringen提出的在非局部弹性力学中应力可能是

非对称的猜想, 从而突破了传统的非局部理论中应力仍为对称的框框# 接着他又和戴天民及

陈至达分别提出具有非局部体力矩的非局部弹性理论
[ 10]
及非对称的非局部塑性理论

[ 11]# 最

近,高键又在这一领域取得了很大进展[ 12, 13] # 戴天民[ 14]提出非局部非对称弹性理论的更为

普遍的功能原理,从而可以同时推导出相应问题的运动方程、能量均衡方程以及应力和位移边

界条件# 

为了分清问题的性质,我们建议把应力为对称的传统的理论称为局部对称连续统理论和

非局部对称连续统理论, 而把应力为非对称的更为普遍的理论称为局部非对称连续统理论和

非局部非对称连续统理论# 

作者对现有的连续统理论中的基本定律和均衡方程以及 C_D不等式进行了认真的再研

究,并指出在应力非对称性方面已有突破,但是能量守恒守律和与之相关的 C_D不等式却依

然如故,似乎至今还未曾有人怀疑过这里可能会有问题# 为此, 本文将给出不带微结构的连

续统理论中更为普遍的新的能量守恒定律和与之相应的 C_D不等式# 

为了简单和比较起见,本文除另作说明外一律采用文献[ 8]和[ 15]中的符号和记法, 并采

用直角坐标系表述和推导# 为清楚起见,传统的和更为普遍的以及新的结果分别用公式号

(  )和(  ) * 以及(  ) * * 加以区别# 
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1  传统的基本定律和均衡方程以及 C_D不等式

在传统的连续统力学中有下列 5个公理公设成立# 通过局部化便可得到相应的局部和

非局部均衡方程# 

111  基本公理 1(质量守恒定律)

A1 全局质量守恒定律
物体总质量在运动中不变,即

  d
dtQV

Qdv = 0# (1a)

B1 局部质量均衡方程
  ÛQ+ Qv k, k = 0# (1b)

C1 非局部质量均衡方程
  ÛQ+ Qv k , k = Q̂# (1c)

不失普遍性,本文为推导方便起见,令 Q̂= 0# 

112  基本公理 2(动量均衡定律)

A1 全局动量均衡定律
动量的时间变化率等于作用在物体上的合力,即

  d
dtQV

Qvdv = RA
t ( n) da + QV

Qfdv# (2a)

B1 局部动量均衡方程( Cauchy 第一运动定律)

  tkl , k + Q( f l - Ûv l ) = 0# (2b)

C1 非局部动量均衡方程
  tkl , k + Q( f l - Ûv l ) = - Qf̂ l# (2c)

113  基本公理 3(动量矩均衡定律)

A1 全局动量矩均衡定律
动量矩的变化率等于作用在物体上的力和力偶的合力矩,即

  d
dtQV

Qp @ vdv = RA
p @ t ( n) da + QV

Qp @ fdv# (3a)

B1 局部动量矩均衡方程 ( Cauchy 第二运动定律)

由( 3a) ,有

  QV
Eijl tjl + xj [ Q(f l - Ûv l ) + tkl , k ] dv = 0# ( a)

考虑到( 2b) , 则由上式得局部动量矩均衡方程:

  Eijltjl = 0 或 tjl = tlj# (3b)

此即应力对称定理# 

C1 非局部动量矩均衡方程
考虑到( 2c) ,我们由( a)可得非局部动量矩均衡方程:

  Ejl ( tjl - Qxjf̂ l ) = 0# (3c)

评注 1  从上式可见, 若非局部体力剩余 f̂ l 存在, 则应力也不是对称的, 但在非局部对称

弹性理论[ 8]和非局部非对称弹性理论[ 10]的线性问题中均已证明 Qf̂ l = 0# t

114  基本公理 4(能量守恒定律)
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A1 全局能量守恒定律
动能和内能的时间变化率等于所有力和力偶的功率以及进入或离开物体所有其它能量的

总和,即

  d
dtQV

Q E+
1
2
v#v dv = RA

( t ( n)#v + q#n)da + QV
Q( f#v + h) dv# (4a)

B1 局部能量均衡方程
由( 4a)有

  QV
(- QÛE+ tkl vl , k + qk , k + Qh) + [ Q ( f l - Ûv l ) + tkl , k ] vl dv = 0# (b)

考虑到( 2b) , 则由上式得局部能量均衡方程:

  QÛE= t kl v l, k + qk , k + Qh# (4b)

评注 2  由( a)我们可见, 动量均衡方程寓于动量矩均衡定律之中# 按理说,动量均衡方

程和动量矩均衡方程应当寓于能量守恒定律之中,但从( b) , 却看不到动量矩方程的表现, 这便

是多年来存在于能量守恒定律中的隐患# 这就说明它是不完整的,需要重建新的能量守恒定

律的形式# t

C1 非局部能量均衡方程
考虑到( 2c) ,我们由( b)可得非局部能量均衡方程:

  - QÛE+ t kl v l, k + qk , k + Qh - Qv l f̂ l + Qĥ = 0# (4c)

评注 3  由于( 4a)是不完整的,所以上列非局部能量均衡方程也不可能是完整的# t

115  基本公理 5(熵不等式)

A1 全局熵不等式
总熵H 的时间变化率永远不小于经过物体表面熵的流入通量S 以及由体源供应的熵流入

通量 B 之和,即

  d
dtQV

QGdv -QV
Qbdv - RA

Skdak \ 0# (5a)

B1 局部熵不等式
  QÛG- Qb - Sk, k \ 0# (5b)

C1 非局部熵不等式
  QÛG- Sk, k - Qb - Q̂b \ 0# (5c)

116  Clausius_Duhem不等式

A1 局部 C_D不等式

考虑到绝对温度 H,自由能量 7 和自由熵通量p:

  b = h/ H, 7 = E- HG, p = ( q/ H) - S,

则由( 4c)和( 5c)间消去 h , 可得局部 C_D不等式:

  -
Q
H
( Û7 + ÛHG) + 1

H
tkl vl , k +

1
H2

qk H, k + pk , k \0# (6a)

B1 非局部 C_D不等式

由( 4c)和( 5c)间消去 h ,可得非局部 C_D不等式:

  -
Q
H
( Û7 + ÛHG) + 1

H
tkl vl , k +

1

H
2 qk H, k + pk , k -

Q
H
f̂ k v k +

Q
H
ĥ - Qb̂ \ 0# ( 6b)

114 戴    天    民



2  更为普遍的基本定律和均衡方程以及 C_D不等式

下面来系统地建立不带微结构的连续统的基本定律和均衡方程以及 C_D不等式, 并给出

更为普遍的或是新的相对完整的表达形式# 

211  基本公理 1(质量守恒定律)

A1 全局质量守恒定律

  d
dtQV

Qdv = 0# ( 1a)

B1 局部质量守恒方程
  ÛQ+ Qv k, k = 0# ( 1b)

C1 非局部质量均衡方程
  ÛQ+ Qv k, k = Q̂# ( 1c)

212  基本公理 2(动量均衡定律)

A1 全局动量均衡定律

  d
dtQV

Qvdv = RA
t ( n) da + QV

Qf dv# ( 2a)

B1 局部动量均衡方程
  tkl , k + Q (f l - Ûv l ) = 0# ( 2b)

C1 非局部动量均衡方程
  tkl , k + Q (f l - Ûv l ) = - Qf̂ l# ( 2c)

213  基本公理 3(动量矩均衡定律)

A1 全局动量矩均衡定律
在这里加上体力偶矢量 Qc, 于是有

  d
dtQV

Qp @ vdv = RA
p @ t ( n) da + QV

Q ( p @ f + c)dv# ( 3a)
*

B1 局部动量矩均衡方程
由( 3a) * 有

  QV
( Eij l tjl + Qci ) + Eijl xj [ Q( f l - Ûv l ) + t kl, k ] dv = 0# ( a) *

考虑到( 2b) , 则由上式得局部动量矩均衡方程:

  Eijl tjl + Qci = 0# (3b) *

这便是陈至达在[ 6]中给出的所谓应力和体力矩平衡方程# 可见, 即使在不带有微结构的连

续统理论中只要有体力矩存在,应力就不再是对称的# 

C1 非局部动量矩的均衡方程:

考虑到( 2c)并考虑非局部体力矩剩余 Qĉ i ,我们由( a) * 可得非局部动量矩均衡方程:

  Eijl tjl + Qci - Q( Eijl xj f̂ l - ĉ i ) = 0# (3c) *

由上式可见,体力矩 ci 以及非局部体力剩余f̂ l 和非局部体力矩剩余 ĉi 都可能引起应力非

对称性,这便是高键和戴天民在[ 10]中给出的结果# 

214  基本公理 4(能量守恒定律)

A1 全局能量守恒定律
现在我们来公设新的带有交叉项的全局能量守恒定律如下:
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 QV
Q [ÛE+ Ûv#v + ( p @ Ûv )#H] dv = RA

[ t ( n)#v + (p @ t ( n) )#H+ q#n] da +

     QV
Q [ f#v + ( p @ f + c)#H+ h] dv # ( 4a)

* *

这里等号左侧第 3项,右侧第 2项,第 5项和第6项交叉项分别表示考虑转动影响而增加的动

量矩引起的动能变化率, 面力引起的面矩的功率, 体力引起的矩和外加体力矩的功率, 其中 H

为转动速度# 这些都是针对传统的能量守恒定律的不完整性而提出来的# 

B1 局部能量均衡方程
考虑到增加的交叉项

  QV
Q ( p @ Ûv )#Hdv = QV

QEijl xj Ûv l Hi dv ,

  QV
Q ( p @ f )#Hdv = QV

QEijlxj f lHidv ,

  RA
Q( p @ t ( n ) )#Hda = RA

Eijl xj tkl Hinkda = QV
Eijl ( xj tkl Hi ) , k dv =

      QV
Eijl [ ( tjl + xj t kl, k ) Hi + xj t klHi, k ] dv ,

把它们代入( 4a) * * 并加以整理后, 我们可得

  QV
[ (- QÛE+ tkl vl , k + Eijl xj tkl Hi , k + qk, k + Qh) + [ Q (f l - Ûv ) + t kl, k ] v l +

      Eijl xj [ Q( f l - Ûv l ) + t kl, k ] + ( Eijl tjl + ci ) Hi ] dv = 0# ( b) *

考虑到( 2b)和( a) * , 我们得新的局部能量均衡方程:

  QÛE= t kl ( v l , k + Eij l xj Hi, k ) + qk, k + Qh# ( 4b) * *

由( b)
*
显然可见,动量均衡方程和动量矩均衡方程确实寓于能量守恒定律之中, 这才合乎道

理# 

C1 非局部能量均衡方程
考虑到对动量均衡方程和动量矩均衡方程的非局部化以及非局部能源剩余 Qĥ , 我们由

( b) * 可得新的非局部能量均衡方程:

  - QÛE+ t kl ( v l , k + Eijl xj Hi, k) + qk , k + Qh - Qf̂ l vl -

      Q( Ûc i - Eijl xj Ûf l ) Hi + Qĥ = 0# ( 4c) * *

这种推导过程是很自然的# 若只考虑体力矩, 而不考虑转动,即得高键和戴天民在[ 10]

中给出的结果# 

215  基本公理 5(熵不等式)

A1 全局熵不等式

  d
dtQV

QG dv -QV
Qb dv - RA

Skd ak \ 0# ( 5a)

B1 局部熵不等式
  QÛG- Qb - Sk, k \ 0# ( 5b)

C1 非局部熵不等式
  QÛG- Qb - Sk, k - Qb̂ \ 0# ( 5c)

216  Clausius_Duhem不等式

由于能量均衡方程的改变, C_D不等式也要改变# 
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A1 局部 C_D不等式

考虑到( c) ,我们由( 4b) * * 和( 5b)间消去 h , 则得局部 C_D不等式:

  -
Q
H( Û7 + ÛHG) + 1

Htkl ( vl , k + Eijl xj Hi , k) +
1
H2

qk H, k + p k, k \ 0# ( 6a)
* *

B1 非局部 C_D不等式

考虑到( c) ,我们由( 4c) * * 和( 5c)间消去 h ,则得非局部 C_D不等式:

  -
Q
H
( Û7 + ÛHG) + 1

H
tkl ( vl , k + Eijl xj Hi , k) +

1
H2

qk H, k +

      pk , k +
Q
H

f̂ l +
Q
H

ĥ - Qb̂ \ 0# ( 6b) * *

在非局部连续统理论中, 所有非局部剩余在它们的定义域上的积分必须为零,即

  QV
( Q̂, Qf̂ l , Qĉ i , Qĥ, Qb̂ )dv = 0# ( 7)

到此,我们已对不带微结构的连续统力学系统地给出更为普遍的全部基本定律和相应的

均衡方程以及 C_D不等式,其中( 4a) * * ( 4b) * * 和( 4c) * * 以及( 6a) * * 和( 6b) * * 都是新的# 

3  结 束语

( 1) 本文已对现有的不带微结构的连续统的基本定律和相应的均衡方程以及 C_D不等式

进行了再研究, 并且系统地给出了更为普遍的相应结果,其中提出的局部和非局部非对称连续

统力学的能量守恒定律和相应的均衡方程以及与之相关的 C_D不等式都是新的# 

( 2) 按着 Eringen的方法[ 8, 15]可容易地推导出相应问题的所有跳变条件# 本文给出的结

果都是以 Cauchy应力表征, 故可称之为Cauchy型的,类似地还可推导出 Piola型和 Kirchhoff型

的相应结果# 为节省篇幅, 不另列出# 

( 3) 有关带有微结构的连续统力学的更为一般的或新的基本定律和相应的均衡方程及 C_

D不等式将在下文阐述# 
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New Conservation Laws of Energy and C_D Inequalities

in Continua Without Microstructure

DAI Tian_min

( Center for the Application of Mathem atics &Depar tm ent of Ma thematics ,

L ia oning Un iver sity , Shenyang 110036, P R China )

Abstract:Fundamental laws and balance equations as well as C_D inequalities in continuum mechan-

ics are carefully restudied, incompleteness of existing balance laws of angular momentum and conser-

vation laws of energy as well as C_D inequalities are pointed out, and finally new and more general

conservation laws of energy and corresponding balance equations of energy as well as C_D inequalities

in local and nonlocal asymmetric continua are presented.

Key words: local asymmetric; nonlocal asymmetric; continuum mechanics; conservation laws of en-

ergy; balance equations of energy; C_D inequalities
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