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摘要:  C_L方法可以揭示非线性振动系统的分岔特性,它结合对称性和奇异性理论并将 Liapunov_

Schmidt(简称LS)约化方法推广到非自治系统# 作为应用实例, 分析了非线性转子动力学低频振动

分岔失稳问题的机理及其控制# 
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引   言

考虑由下列微分方程描述的动力系统

  Ûx = f ( x) , (1)

其中 x、f 为n维向量, Ûx表示x对时间t的导数,设 x = u( t ) 是以T 为周期的周期解, Krylov和

Bogoliubov(1934) [ 1] 已经证明,如 F( x, t , E) 为以 T 为周期的周期函数, 对 x、t是解析的, 则

  Ûx = f ( x) + EF( x, t , E)# (2)

当 E为小参数时, (2) 有以T 为周期的周期解# 但是, 对理论和应用都有重要意义的解的结构

和系统参数之间的关系他们没有给出证明# Chen和Langford[ 2]于 1988年首先以 LS方法和奇

异性理论研究了一般形式的非线性马休方程,并得了 6种典型的分岔图, 他们将 LS方法推广

到非自治系统# 

由于大型高速转子系统的轻型化, 其局部非线性因素对系统的局部和全局动态特性都会

有很大的影响( Noah & Sundararajan 1995) [ 3] , 其非线性因素有,滑动轴承的油膜、叶顶间隙和密

封间隙的气流、材料内阻以及局部碰摩等,这些非线性因素将使转子系统出现引起故障的低频

振动(如油膜振荡、气流振荡等) ,此前对非线性转子动力学失稳的分析( Nataraj
[ 4]

1985, Shaw &

Shaw [ 5] 1990, Sundararajan& Noah [ 6] 1995)大都采用数值计算的方法, 而数值方法对建立动力学

行为和系统参数之间的关系并不是很有效的# 本文作者和其合作者应用 C_L 方法分析了转子

失稳问题(陈和丁
[ 7]

1996,陈和孟
[ 8]

1996,陈和丁
[ 9]

1997,丁和陈
[ 10]

1997) , 建立了动力学特性和
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系统参数的关系,对大型旋转机械的失稳控制和选择设计参数提供了理论基础# 

1  C_L 方法( Yu & Hauseyin[ 11] , 1998)

考虑一般形式的非线性马休方程

  &x + D[ Ûx + h( x , Ûx , L, D) ] + (1 + L) x + f ( x , Ûx , L) +
      2Ecos2t [ x + g ( x , Ûx , L, E) ] = 0, (3)

其中 L为调谐参数, h、f 和g 为x 和Ûx 的解析函数,令M( L, D, E) 为(3) 右端的非线性算子,取

移相算子TUx ( t ) = x ( t + U) ,不难证明有下列关系

  M( L, D, E) : C2
2P y C 2P,

  M( L, D, E)TPx = TPM( L, D, E) ,

此处 D X 0和 EX 0, C2
2P和 C2P为周期函数空间, 易知系统(3) 有 Z2对称性# 令 L 为 M的

Frechet算子

  L = DxM(0, 0, 0) x | x = 0, (4)

则 L的零空间和值空间为

  N( L) = z eit + �z e- i t
| z I C , R( L) = x I C2P | 3eit , x4 = 0 , (5)

其中�z 为 z 的共轭,3#, #4表示复平面上的内积# 

根据 LS方法( Chow & Hale[ 12] 1982) ,方程( 3)和下列交错方程等价

  QM( L, D, E) x = 0 和 PM( L, D, E) x = 0, (6)

其中 P: C2P y N( L) 为实投影算子,其定义为:

  Px ( t ) = 3eit , x4eit + 3e- it
, x4e- it

, (7)

且Q = I- P, I是恒等算子, (3) 的解

  x ( t ) = z eit + �z e- i t
+ w ( t ) , (8)

其中 w ( t) I N( L)
L # 把算子M代入(6) 的第一个方程,可由隐函数定理唯一地确定 w ( t)

  w = w ( z ,�z , L, D, E) , (9)

且 w ( z , �z , 0, 0, 0) = 0# 将之代入方程(6) 的第二个方程得

  Geit + �G e- i t
= 0# (10)

因方程( 10)对任意 t 都满足,故有

  G = ( L+ iD) z + E�z + E3e3it , w4+ 3eit , Dh + f + 2Egcos2t4 = 0# (11)

因LS方法不改变对称性,所以, G 有和M相同的对称性# 若 D X 0和 EX 0, 则有

  G(- z , - �z , L, D, E) = - G( z ,�z , L, D, E) , (12)

故 G 的最一般形式是

  G( z ,�z , L, D, E) = z L+ E aj | z |
2j
+ iDz 1 + E bj | z |

2j
+

      E �z + E
j+ k \3

cjk | z |
j�z k + iED E

j+ k \3

djk | z |
j�zk , (13)

其中 aj , bj , cj 和 dj 为 L, D, E的实解析函数,且 j + k 为奇数# 取 z = re
iH
,则( 11)有下列形式:

  R( r
2
, L, D, E) r = 0# (14)

方程( 14)的非平凡解应满足:

  R = ( L+ A)
2
+ D2(1+ B)

2
- E2[ (1+ C)

2
+ D2D2

] = 0, (15)

其中 A = E ajr
2j
, B = E bjr

2j
, C = E cjr

2j 和D = E d jr
2j# 如满足非退化条件 a1 X 0, D2
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X E2, b1D
2 X c1E

2和取非线性变换 r̂
2
= JA( r 2) , J= sign( a1) = ? 1后,则(15) 可化成一次近

似:

  R1 = ( L+ Ĵr 2) 2+ A+ Br 2 = 0, (16)

) 稳定; , 不稳定

图 1 转迁集和 6种分岔图

其中 A= D
2
- E

2
和 B= ( 2/ | a1 | ) ( b1D

2
- c1E

2
) (1

+ O( r̂
4
) ) 为开折参数, r̂ 相当于振幅r# 根据奇异性

理论(Golubisky & Schaeffer
[ 13]

1985) 分岔的转迁集和

分岔图如图1所示,其中 B i ( A= 0) 为分岔集;H i ( A

= - B2/ 4) 为滞后集,这6种开域( ¹ , º , ,, ¾) 的每

一种域都有自己特殊的分岔图 # 应该指出的是

Bogoliubov 和Mitropolsky[ 14]1961年用平均法、Nayfeh

和Mook1979 年用多尺度法对Mathieu_Duffing 系统的

研究结果分别属于域 »和¼,因而都正确, 只是所取

系统参数不同, 这就统一了他们似乎矛盾的结果# 

如考虑退化情况 a1 X 0, A U 0和 B U 0,则(16) 变成

  ( L+ Ĵr 2) 2 = 0# (17)

由[ 13] (Golubisky和 Schaeffer1985)知,芽 ( L+ Ĵr
2
)
2
为无穷余维# 陈和詹[ 15, 16]

(1990) 为找一个

有限余维的芽重新分析了方程(15) ,得到了 14种分岔图,进一步研究了 a1 = 0, a2 X 0, A X 0

和 B X 0时退化情况,得到了 15种分岔图# 陈和徐[ 17, 18]
1995、1997年进一步研究了该系统十

分丰富的分岔行为# Yu和Huseyin[ 11] 1998年在其文章中命名了 C_L方法,并将之和 IHB方法

进行了对比,结果证明,这两种方法对研究分岔问题同样有效# 

近期我们取非退化芽 Jr 4+ 2Gr 2L+ L2
, 证明这是一个余维5分岔系统,得到了更丰富的理

论结果# 

2  非线性转子密封系统的失稳分析

211  运动方程

由于越来越多的蒸汽透平和离心压缩机要求高性能设计和运行,因此,密封流体力常会引

起失稳,Muszynska[ 19] ( 1988)经过多次试验提出了一种密封流体力的模型# 

  
Fx

Fy
= -

K - mf S
2
X
2

SXD

SXD K - m fS
2 X2

x

y
-

      
D 2SXm f

- 2SXmf D

Ûx
Ûy

-
m f 0

0 mf

&x

&y
, (18)

其中平均圆周流体速率 S是一个关键的参数,它可完全地描述流体运动的特性, K、D 和mf分

别为流体膜的径向刚度、阻尼和惯性效应, K、D 和S都是轴偏心距的非线性函数:

  K = K 0(1 - e)
- n
, D = D0(1- e)

- n
,   n = 1/ 2, 1, ,, 3;

  S = S0(1- e)
b
,   0 < b < 1;

其中 e = | z | / c , z = x + iy , c 为密封的径向间隙# 

现研究两端刚性支承的 Jeffcott对称转子,假设密封间隙流体力( 18)作用在转子的圆盘上

如图 2所示,引入无量纲变量: �x = x / c, �y = y / c, S = Xt ,则转子密封无量纲方程(为方便起
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见丢掉字母上面的 ) ) :

  
1 0

0 1

&x

&y
+

D1 D2

- D2 D1

Ûx
Ûy

+
K 1 K 2

- K 2 K 1

x

y
=

0

G
+ Q2

cos t

sin t
, (19)

其中

  K 1 =
K e + K - S

2
X
2
m f

MX
2 , K 2 =

SD
MX

, Q
2
=

mr 0

Mc
,

  D1 =
D e + D

MX
, D2 =

2Smf

M
, G = -

mg

McX2
,

其中 m(M = m+ mf) 为质量, r0为圆盘不平衡半径, K e为刚度, D e为外阻尼系数, X为转动

角速度# 

图 2 转子密封模型

212  方程的约化和平均
取 Q= 0,平衡转子的静平衡位置( x , Ûx , y , Ûy ) = ( x0, 0, y 0, 0) 和转动角速度有关, 可令方

程(19) 中的 &x = Ûx = 0而求得# 令 X = ( x - x 0, Ûx , y - y 0, Ûy ) 将(19) 在静平衡点展成Taylor

级数:

  ÛX = A( X) X + F( X, X) + Q2 #( t ) , (20)

其中 A( X) X和F( X, X) 为展式的线性和非线性项, Q2 # ( t ) = Q2(0, cosS, 0, sinS) T为周期扰

动项,很显然(0, 0, 0, 0) 为 Q= 0时的静平衡位置, Hopf分岔发生在 X= Xc时, Xc为临界速度,

它表示 A( X) 的一对复特征值 A( X) ? i 8( X) 有 A( Xc) = 0和 Ac( Xc) X 0,且其它的两个特

征值都有负实部, - R1 ? iR2, R1> 0# 经计算(陈和丁[ 9] 1997) , 我们发现当 X= Xc时产生Hopf

分岔,且此时涡动速度和旋转速度之比约为 1/ 2,故不平衡转子也将发生1/ 2共振现象# 

一般情况下,不平衡量 Q是一个小量,故当 X \ Xc时它引起周期扰动的Hopf分岔# 令 R

= X- Xc为一个小参数,把(20) 中的 A和F展成R同量级的级数, 采用坐标变换 X = QY, Q

为对应 A( Xc) 的特征值的特征向量构成的算子,取 S(以2P为模) , R、Q为独立变量, 方程(20)

变为:

  

Ût = 1, ÛQ= 0, ÛR = 0,

Ûy 1

Ûy 2
= B0

y 1

y 2
+ RB1

y1

y2
+ RB2

y 3

y 4
+ B3( Y) + RB4( Y) + Q

2
B5

cos t

sint
,

Ûy 3

Ûy 4
= C0

y 3

y 4
+ RC1

y1

y2
+ RC2

y 3

y 4
+ C3( Y) + RC4( Y) + Q

2
C5

cos t

sint
,

(21)

其中

  B0 =
0 8c

- 8 c 0
, C0 =

- R1 R2

- R2 - R1
,
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Bi和 Ci ( i = 1, 2, 5) 为 2 @ 2常数阵, Bi ( Y) 和 Ci ( Y) ( i = 3, 4) 为 2 @ 1的非线性多项式矩

阵# 对(21) 应用中心流形定理[ 20] ( Carr1981) ,可得到中心流形上流的方程:

Ûu1

Ûu2
=

A( R) 8( R)

- 8( R) A( R)

u1

u2
+ Q2

H 1( u, t )

H 2( u, t )
+

N1( u , R)

N2( u , R)
+ Q2�B

cos t

sint
# (22)

( 22)的线性部分已化成约当形, Hj 为u1、u2的线性函数和 S的2P周期函数; Nj 为u1、u2的二次

和三次函数,且 N j ( u, 0) X 0; �B为 2 @ 2常数阵# 

取 8c = 1/ 2+ EL, E是正的小参数, L是调谐值# 并取 R = E�R, Q
2
= E�Q, A( R) = Ac(0) R+

O( R2) = EAc(0)�R+ O( E2) , 8( R) = 8 c + 8c(0) R+ O( R2) = 1/ 2+ E( 8c(0)�R+ L) + O( E2) ;

取 u = E
1/ 2
v重新标度方程(22) 中的状态变量 u= ( u1, u2) ,然后再由 v 1= r cosH, v2 = r sinH,

H= t / 2 + U化成新变量r、U(解的振幅和相位) ,为方便计去掉所有的 ) 则得:

Ûr = EAc(0) Rr + E1/ 2QrHc( U, t , K ) + E1/ 2Nc
1( r , H) + ENc

2( r, H) + E1/ 2QBc( t ) ,

rÛU= Er [ L+ 8c(0) R] + E1/ 2QrHd( U, t , K ) + E1/ 2Nd
1( r , H) + ENd

2( r , H) + E1/ 2QBd
( t ) ,

(23)

其中Hc、Hd包含常数项和以2P为周期的周期项; N
c
j、N

d
j 为r 的二阶和三阶项; Bc、Bd只含周期

项# 对(23) 式应用平均法,得二次近似的平均方程:

  
Ûr = E Ac(0) Rr + Re c1

1
2 , R r

3
+ rQUsin2( U+ B) ,

rÛU= Er 8c(0) R+ L+ Im c1
1
2
, R r

2
+ QUcos2( U+ B) ,

(24)

其中 U > 0, B为常数, c1(1/ 2, R) 为自治系统(22) Hopf分岔PB正规形的第一个非线性项的系

数 ( Q= 0) , Sethna1995
[ 21]
曾证明平均方程和正规形理论是等价的# 

213  平均系统的稳定性和分岔
在( 24)中取 Ûr = ÛU= 0则得到定常解的响应方程

  A 1 r
4
+ A 2r

2
+ A 3 = 0, (25)

  r = 0# (26)

从方程( 25)可得非平凡解:

  r1, 2 = (- A 2 ? $)
1/ 2
/ 2A 1, (27)

其中 $= A
2
2- 4A 1A 3# 因 r

2
只有正实根才有意义, 故有:

( � ) 一个正实根 r1的条件

  ( Ac( 0) R) 2+ ( 8c(0) R+ L) 2 < ( QU)2; (28)

( � ) 两个正实根 r1, r2 的条件

  

[ RAc(0) + I8c(0) ] R+ IL < 0,

( Ac(0) R) 2+ ( 8c(0) R+ L)
2 \ ( QU)

2
,

A 1U
2
Q
2 \ [ ( R 8c(0) - IAc(0) ) R+ RL]

2# 

(29)

式中   R = Re[ c1(1/ 2, R) ] , I = Im[ c1(1/ 2, R) ]# 

21311  平凡解的稳定性
引入 a1 = r cos( U+ B) , a2 = r sin( U+ B) ,则方程(24) 可化成:

  
Ûa1 = E[ Ac(0) Ra1+ ( QU - 8c(0) R- L) a2+ ( a

2
1+ a

2
2) ( Ra1- Ia2) ] ,

Ûa2 = E[ ( QU+ 8c(0) R+ L) a1+ Ac( 0) Ra2+ ( a
2
1+ a

2
2) ( Ra2+ Ia1) ]# 

(30)
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方程( 30)的线性部分对应平凡解 r = 0的变分方程,其特征方程为:

  K2 - 2Ac(0) RK+ ( Ac(0) R) 2+ ( 8c(0) R+ L) 2 - ( QU)2 = 0# (31)

由于 Ac(0) > 0(陈和丁[ 9] 1997) ,为使平凡解稳定,则需满足下列条件:

  R < 0, ( Ac(0) R) 2+ ( 8c(0) R+ L) 2 > ( QU) 2# (32)

( 32)的第二个方程表示图 3上椭圆锥体之外(如 8c( 0) < 0, 只需将 R以- R代替) 的域# 固

定 L,则可得到在( R, Q) 平面上的平凡解的稳定边界,如图 3所示# 

  B: R = -
L8c(0)

( Ac(0) ) 2+ ( 8c(0) ) 2
, Q=

| LAc(0) |

U ( Ac(0) ) 2 + ( 8c(0) ) 2
;

  C: R = 0, Q= | L | / U# 

图 3 方程( 24)平凡解的稳定边界

很显然,有 QC > QB, 在域 Ñ 中平凡解是稳定的,平凡解有三种途径会失稳:

( � ) 沿 EC 发生 Hopf分岔;

( � ) 沿 ABC 发生树枝分岔;

( � ) 在 C 点发生全局分岔# 

由平凡解的稳定性分析知, r 2总是不稳定;若 Q大于某一临界值,在 R的某一临界值上r 1

将发生Hopf分岔(二次分岔)# 沿 $ = 0将发生鞍形分岔,这时 r 1和 r2 合而为一# 

21312  周期响应的分岔

从方程( 28)、( 29)和( 32)知,方程( 25)的一个和二个实根存在于图 3的不稳定区Ó(或 Óc)
和图 4的阴影区内# 图 4上表示有各种不同 Q值的分岔途径: ( � ) 沿 1_1平凡解通过 Hopf分

岔失稳,在这种情况下, 同步涡动,或原方程( 19)的周期运动变成调幅、调相的拟周期运动# 

( � ) 沿 2_2~ 4_4线,在图 4( a)和 4( b)上标注的点 a, b, ,, h 是相对应的# 平均方程(24) 非

平凡解的产生意味着倍周期分岔, 对方程(19) 则产生工程上所称的半速涡动# 值得指出的

是,当达到 AB ,有 R< 0或 X < Xc, 即在线性理论的临界值前就将发生失稳,随着 Q的增加或

| L | 的减小,失稳将越来越早, 因此在正常情况下, 欲推迟失稳的发生有两种方法: 对转子进

行精密平衡以降低 Q, 和设计转子的 8 c远离1/ 2# 

取系统参数使 Xc = 351 s- 1
, 8 c = 0153时,数值计算方程(19) 的失稳运动是:当 r 0 = 011

mm 时为拟周期解, 当 r 0 = 014 mm时为倍周期解,如图 5所示# 

3  结   论

11 C_L 方法对研究非线性振动(自治的、非自治的)系统的分岔特性是十分有效的方法,

克服了此前非线性振动理论只能分析周期解的不足, 它将 LS方法从自治系统推广到非自治

系统# 

21在各种不同参数条件下,转子密封系统通过Hopf分岔或倍周期分岔失稳# 本文的结论
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图 4 方程( 24)的分岔图

( a) 拟周期解( r 0 = 011 mm ,            (b) 倍周期解( r 0 = 014 mm ,

X = 358 s- 1 > Xc) X = 340 s- 1 < Xc)

图 5 转子密封系统两种失稳型式

对大型旋转机械低频振动的失稳控制提供了理论基础# 
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C_L Method and Its Application to Engineering

Nonlinear Dynamical Problems

CHEN Yu_shu,  DING Qian

( Depar tm ent of Mechan ics , Tianjin Univer sity , T ianjin 300072, P R China )

Abstract: The C_L method was generalized from Liapunov_Schmidt reduction method, combined with

theory of singularities, for study of non_autonomous dynamical systems to obtain the typical bifurcat-

ing response curves in the system parameter spaces. This method has been used, as an example, to

analyze the engineering nonlinear dynamical problems by obtaining the bifurcation programs and re-

sponse curves which are useful in developing techniques of control to subharmonic instability of large

rotating machinery.
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