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摘要 :  在没有线性结构的广义凸空间内研究了一类拟平衡问题和一类约束多目标对策# 首先在

非紧广义凸空间内对拟平衡问题证明了两个解的存在性定理# 然后作为拟平衡存在定理的应用,

在广义凸空间内对约束多目标对策建立了几个加权 Nash_平衡和帕雷多平衡存在定理# 这些定理

改进、统一和推广了最近文献中多目标对策的相应结果# 
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引   言

设 X 和Y 是非空集, 2
X
是X 的一切子集的族# 设T : X y Y 是单值映象, A : X y 2

X
是集

值映象, W: X @ Y @ X y R G ? ] 和 f : X @ Y y R G ? ] 是函数# 一般拟平衡问题

GQEP( T , A , W) 是:求 x̂ I X 使得

  
x̂ I A ( x̂ ) ,

W( x̂ , Tx̂ , y ) [ 0   Py I A( x̂ )# 
(1)

GQEP ( T , A , W) 首先由 Ding
[ 1]
引入和研究# 在一般拓扑空间内得到某些平衡存在定理和它

们的应用# 如果 W( x , Tx , y ) = f ( x , Tx ) - f ( y , Tx ) 对一切( x , y ) I X @ X成立, 则GQEP( T ,

A , W) 化归下面的 QEP( T , A , f ) :求 x̂ I X 使得

  
x̂ I A ( x̂ ) ,

f ( x̂ , Tx̂ ) [ f ( y , Tx̂ )   Py I A( x̂ )# 
(2)

QEP ( T , A , f ) 由Noor和Oett li[ 2] 引入和研究# Cubiott i[ 3] 和 Ding[ 4, 5] 分别在有限维空间、拓扑

矢量空间和广义凸空间内证明了 QEP( T , A , f ) 平衡点的某些存在定理 # GQEP( T , A , W) 和

QEP( T , A , f ) 包含了很多最优化问题, Nash型平衡问题,拟变分不等式问题, 拟补问题和其它

问题作为特殊情形, 见[ 1 ) 6] 和其中的参考文献# 

n_人对策平衡点概念首先由Nash
[ 7, 8]
引入,他在一定假设下建立了平衡点的存在结果# 

此后, n_人对策Nash平衡问题已由许多作者在各种假设下和在不同方向上进行了广泛的研究
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和推广# 具有有限或无限多个局中人的约束对策是 n_人对策的一个重要推广, 此问题已被

许多作者广泛研究# 

最近在对策论研究中,大量注意已集中在具有矢量支付的对策问题上, 例如见[ 9~ 19]和

其中参考文献# 理由之一是多准则模型能更好地应用于真实实际情形# 研究多准则模型的动

机能在Szidarovszky等[ 9] , Zeleny[ 10] ,和 Bergstresser和 Yu [ 11]的文章内找到,而帕雷多平衡的存在

性是基本问题之一# 为了保证无约束的多目标对策的帕雷多平衡的存在性, 已由几个作者给

出了某些充分条件, 例如见Wang 的[ 15, 16] , Ding 的[ 17] , Yuan和Tarafdar的[ 18]和Yu和 Yuan

的[ 19]# 

在[ 20]中, Ding 首先引入了一类新的带有约束对应的多目标对策并且分别在非紧H_空间

和广义凸空间内证明了约束多目标对策的某些平衡存在定理# 

在本文中, 我们在非紧广义凸空间内和在很弱的假设下证明了 GQEP ( T , A , W) 和

QEP( T , A , f ) 解的新的存在定理# 这些定理包含了[ 1 ) 6] 中很多已知结果作为特殊情形# 

然后, 使用这些存在结果, 在非紧广义凸空间内建立了约束多目标对策的加权 Nash平衡和帕

雷多平衡的几个存在定理# 这些定理改进,统一和推广了最近文献中对约束多目标对策和多

目标对策的帕雷多平衡的相应存在性结果# 

1  预 备知 识

对集 X ,分别用 2
X
和 F ( X ) 表示 X 的一切子集的族和X 的一切非空有限子集的族# 称

拓扑空间 X 的子集 B 是紧开(紧闭) 的如果对 X 的任何紧子集 K , B H K 在K 内是开(闭)的# 

下面广义凸(或 G_凸) 空间概念由 Park和Kim[ 21, 22] 引入# 称( X , D; #) 是一 G_凸空间

如果 X 是一拓扑空间, D 是X 的非空子集和 #: F (D ) y 2X 使得

1) 对 A , B I F (D) , A < B 蕴含 # ( A) < #( B ) ;

2) 对每一 A I F ( D) , | A | = n + 1, 存在连续映象 UA : $n y #( A) 使得 B I F ( A ) ,

| B | = J + 1,蕴含 UA ($J) < # ( B ) ,其中 | A | 表 A 的基数, $n表n_维单形和 $J表 $n 的对

应于 B I F ( A) 的面# 

当 D = X 时, 用( X , #) 代替( X , X ; #) # 令( X , D; #) 是 G_凸空间和K < X# 称 K 是

G_凸的如果对每一B I F (D) , B < K 蕴含 #( B ) < K# K 的G_凸包是集合 H B < X : B

是 X 的包含K 的G_凸子集 且用G_co( K ) 表示# 于是 G_co( K ) 是X 的包含K 的最小G_凸子

集且有 G_co( K ) = G G_co( A ) : A I F ( K ) (见[ 23] )# 

我们令 ( X , #) 是 G_凸空间和f : X @ X y R H ? ] 是函数# 对每一给定的 x I X ,

称 f ( x , y ) 在第二自变量 y 是G_拟凹( G_拟凸) 的如果对任意 K I R,集 y I X : f ( x , y ) \

K ( y I X : f ( x , y ) [ K )是 G_凸的# 称f ( x , y ) 在第二自变量 y 是0_G_对角拟凹 (0_G_

对角拟凸) 的如果对每一 B I F ( X ) 和对任何 x 0 I G_co( B ) , miny I A f ( x 0, y ) [ 0 (maxy I A

f ( x 0, y ) \ 0)# 

G_凸空间包含很多具有各类凸结构的拓扑空间作为特殊情形# 详情见 Park和 Kim的

[ 21, 22] # 

设 N= 1, 2 ,, n 和对每一 i I N, X
i是拓扑空间# 我们将使用下面记号

  X = F
i I N

X
i和X

î
= F

j I N, j X i

X
j# 
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对 x I X , x
i表它的第 i 个坐标和 x

î 表x 在X
î 上的投影# 记 x = ( x

i
, x

î
)# 

我们将考虑具有有限个局中人和多准则的约束对策, 其策略形式为 G = (X
i
, A

i
,

F
i
) i I N# 对每一局中人 i I N, X

i
是它的策略集; A

i
: X

î y 2
Xi

是它的约束对应,即当其它局中

人已经选择了他们的策略 x
j I X

j
, j X i时,它限制第 i个局中人只能在子集A

i
( x

î
) < X

i中选

取策略; 和 F
i
= ( f

i
1, f

i
2, ,, f

i
k

i
) : X y R

k
i 是它的支付函数(或称损失函数或多准则) , 其中 ki是

一正整数# 在这样的约束多目标对策中,其它局中人对局中人 j I N的影响如下:

( a) 由限制 j 的可行策略在A
j
( x

ĵ
) 中选取, 间接影响 j ;

( b) 由影响 j 的支付函数F
j
直接影响j# 

如果一个策略 x = ( x
1
, x

2
, ,, x

n
) I X 被实施, 每个局中人 i均试图极小化她或他的支付

函数 F
i
( x ) = (f

i
1( x ) , f

i
2( x ) , ,, f

i
k
i
( x ) ) ,这组成不可用同一标准测量的结果# 每一个局中人

i 在结果空间 R
k
i 上有一选择 s i# 对每个局中人 i I N, 他的选择 s i 被给出如下:

  z
1 s i z

2  当且仅当 z
1
j \ z

2
j , Pj = 1, 2, ,, ki ,

其中 z
1

= ( z
1
1, z

1
2, ,, z

1
k
i
) 和 z

2
= ( z

2
1, z

2
2, ,, z

2
k
i
) 是 R

k
i 中任意元素# 局中人的选择关系诱导

出对每一局中人 i 定义的X 上的选择,且由

  每当 F
i
( x ) s i F

i
( y ) 时,  x s i y

选取 x = ( x
1
, x

2
, ,, x

n
) 和 y = ( y

1
, y

2
, ,, y

n
)# 

在约束多目标对策中, 每一个局中人 i I N都试图按照她或他的选择极小化她或他的支付函

数# 

如果对每一 i I N 和对一切 x
î I X

î
, A ( x

î
) = X

i
, 则约束多目标对策模型化归由

Wang[ 15, 16]、Ding[ 17]、Yuan 和 Tarafdar[ 18] 和 Yu 和 Yuan[ 19]研究的多准则对策模型 G = (X
i
,

F
i
) i I N# 如果对每一局中人 i I N, F

i
( x ) = f

i
( x ) ,即 ki = 1,它由可测量结果组成,则约束多

目标对策化归由 Aubin[ 24, p1282~ 283] ,Aubin和 Ekeland[ 25, p1350) 351] , Ding[ 26, 27] , T ian [ 28]和 Yuan, Isac,

Tan和Yu [ 29]研究的约束对策(或称亚对策)模型# 

对具有矢量支付函数的对策(或称多准则) , 已知一般不存在一策略 x̂ I X 极小化(或等价

地说极大化) 一切 f
i
j ,对每一局中人 i I N,例如见参考文献[ 13]# 因此我们需要给出约束多

目标对策解的某些概念# 全文中, 对每一给定的 m I N, 我们将用 R
m
+ 表示 R

m 的非负挂限

( orthant) ,即

  R
m
+ = u = ( u

1
, u

2
, ,, u

m
) I R

m
: u

j \ 0, Pj = 1, ,, m ,

固 R
m 的非负挂限 R

m
+ 在关于欧氏度量的矢量收敛所诱导的拓扑下有非空内部# 即有

  intRm
+ = u = ( u

1
, u

2
, ,, u

m
) I R

m
: u

j
> 0, P j = 1, ,, m # 

我们分别用 T
m
+ 和 intT m

+ 表 R
m
+ 的单形和它的相对内部, 即

  T
m
+ = u = ( u

1
, u

2
, ,, u

m
) I R

m
+ : E

m

j= 1

uj = 1 ,

  intT m
+ = u = ( u

1
, u

2
, ,, u

m
) I intRm

+ : E
m

j= 1

uj = 1 # 

现在我们有如下定义:

定义 111  称局中人 i 的一策略x̂
i I X

i
是关于x̂ I X 的一帕雷多有效策略(弱帕雷多有

效策略) 如果 x̂
i I A( x̂

î
) 和不存在 x

i I A ( x̂
î
) 使得
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  F
i
( x̂ ) - F

i
( x

i
, x̂

î
) I R

k
i+ \ 0   ( F

i
( x̂ ) - F

i
( x

i
, x̂

î
) I intRk

i+ )# 

定义 112  一策略 x̂ I X 被说成是约束多目标对策G = (X
i
, A

i
, F

i
) i I N的一个帕雷多平

衡(弱帕雷多平衡) 如果对每一个局中人 i I N, x̂
i I A

i
( x̂

î
) 是关于 x̂ 的一帕雷多有效策略(弱

帕雷多有效策略)# 

由上述定义易知每一帕雷多平衡是弱帕雷多平衡,反之不真# 我们也需要下面定义,其思

路来源于Wang[ 15, 16]# 

定义 113  称策略 x̂ I X 是约束多目标对策G = (X
i
, A

i
, F

i
) i I N关于权矢量 W= ( W

1
,

W
2
, ,, W

n
) 的一加权 Nash_平衡如果对每一局中人 i I N,有

1) x̂
i I A

i
( x̂

î
) ;

2) W
i I R

k
i+ \ 0 ;

3) W
i#F

i
( x̂ ) [ W

i
F

i
( x

i
, x̂

î
) , Px

i I A
i
( x̂

î
) ;

其中/ #0表示 R
k

i+ 中的内积# 

  注 11 1 特别如果 Wi I T k
i

+
, P i I N ,则称 x̂ 是关于 W的正规加权 Nash_平衡# 由上述定义不难证明

一策略 x̂ I X 是对策G = (X i , A i , Fi ) i I N关于权矢量 W = ( W1, W2 , ,, Wn ) 的加权Nash _平衡当且仅当x̂ I

X 是下面约束最优化问题的最优解:求 x̂ I X 使得对每一 i I N,

  
x̂ i I A i( x̂ î ) ,

Wi#F i( x̂ ) = min
x
i I A (x̂

î
)

W i#F i( x i, x̂î )# 

2  拟 平衡 问 题

下面结果是 Ding[ 30]的定理 213的特殊情形# 

引理 211  令 ( X , #) 是 G_凸空间, K 是X 的非空紧子集和G : X y 2X 有非空G_凸值使

得

( � ) 对每一 y I X , G
- 1

( y ) 是紧开的;

( � ) 对每一 B I F ( X ) , 存在X 的包含B的非空紧G_凸子集LB使得对每一x I LB \ K ,

G ( x ) H LB X ª# 则存在 x̂ I K 使得x̂ I G ( x̂ )# 

下面结果是 Ding[ 20]的引理 312# 

引理 212  设 X、Y是拓扑空间, 5, 7 : X y 2Y是集值映象和D是X 的紧闭子集# 假设对

每一 x I X , 5 ( x ) < 7 ( x ) 和对每一 y I Y, 5
- 1

( y ) 和 7
- 1

( y ) 在 X 内都是紧开的,则由下

式定义的映象 G: X y 2Y
:

  G( x ) =
5 ( x ) ,   x I D ,

7 ( x ) ,   x I X \ D ,

使得对每一 y I Y, G
- 1

( y ) 在 X 内是紧开的# 

定理 211  设 ( X , #) 是 G_凸空间, K 是X 的非空紧子集和Y 是非空集# 设 T: X y Y,

A : X y 2X 和 W: X @ Y @ X y R G ? ] 使得

( � ) A 有非空G_凸值使得对每一y I X , A
- 1

( y ) 在X 内是紧开的和集D = x I X : x I

A( x ) 在 X 内是紧闭的;

( � ) 对每一 y I X ,集 x I X : W( x , Tx , y ) [ 0 在 X 内是紧闭的;

( � ) 函数 f ( x , y ) = W( x , Tx , y ) 在 y 是 0_G_对角拟凹的;

( � ) 对每一 B I F ( X ) , 存在X 的包含B的非空紧G_凸子集LB使得对每一x I LB \ K ,
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若 x I/ D,则 A ( x ) H LB X ª; 若 x I D, 则 A ( x ) H G_co( P ( x ) ) H LB X ª 其中P( x ) =

y I X : W( x , Tx , y ) > 0 # 

则存在 x̂ I X 使得

  
x̂ I A ( x̂ ) ,

W( x̂ , Tx̂ , y ) [ 0   Py I A( x̂ )# 

证明  定义集值映象 P : X y 2
X
如下:

  P( x ) = y I X : W( x , Tx , y ) > 0   Px I X# 

由假设( � ) ,对每一 y I X , P
- 1

( y ) = x I X : W( x , Tx , y ) > 0 在X 内是紧开的# 由使用

Ding[ 31] 引理311的证明中类似的论证易证对每一 y I X , ( G_coP )
- 1

( y ) 也是紧开的# 现在

假设对每一 x I D, A( x ) H P ( x ) X ª# 定义映象 G: X y 2X 如下

  G( x ) =
A( x ) H G_co( P ( x ) ) ,   x I D,

A( x ) ,          x I X \ D# 

则由条件( � ) , G 有非空G_凸值且由引理 212,对每一 y I X , G
- 1

( y ) 在 X 内是紧开的# 易

知条件( � ) 蕴含引理 211的条件( � ) 成立# 由引理 211,存在 x̂ I X 使得x̂ I G( x̂ )# 如果

x̂ I D, 则 x̂ I G( x̂ ) = A ( x̂ ) H G_co( P ( x̂ ) ) < G_co( P ( x̂ ) )# 由集的 G_凸包性质, 存在 A 1

I F ( P ( x̂ ) ) 使得 x̂ I G_co( A 1) 且因此有

  f ( x̂ , y ) = W( x̂ , Tx̂ , y ) > 0   Py I A 1,

这与条件( � )矛盾# 如果 x̂ I/ D, 则 x̂ I G( x̂ ) = A ( x̂ ) , 这与 D的定义相矛盾# 所以存在 x̂ I

D 使得A ( x̂ ) H P ( x̂ ) = ª ,即存在 x̂ I X 使得

  
x̂ I A ( x̂ ) ,

W( x̂ , Tx̂ , y ) [ 0   Py I A( x̂ )# 

注 21 1 定理 211 是 Ding[ 1]的定理 211 在 G_凸空间的变形# 

定理 212  令( X , # ) 是 G_凸空间, K 是X 的非空紧子集和Y是非空集, 设T : X y Y, A :

X y 2X 和 U: X @ Y y R G + ] 使得

( � ) A 有非空G_凸值使得对每一y I X , A
- 1

( y ) 在X 内是紧开的且集D = x I X : x I

A( x ) 在 X 内是紧闭的;

( � ) 对每一 y I X , 集 x I X : U( x , Tx ) - U( y , Tx ) [ 0 在 X 内是紧闭的;

( � ) 函数 f ( x , y ) = U( x , Tx ) - U( y , Tx ) 在 y 是 0_G_对角拟凹的;

( � ) 对每一 B I F ( X ) , 存在X 的包含B的非空紧G_凸子集LB使得对每一x I LB \ K ,

如果 x I/ D ,则 A( x ) H LB X ª;如果 x I D ,则 A( x ) H G_co( P ( x ) ) H LB X ª,其中 P ( x )

= y I X : U( x , Tx ) - U( y , Tx ) > 0 # 

则存在 x̂ I X 使得

  
x̂ I A ( x̂ ) ,

U( x̂ , Tx̂ ) [ U( y , Tx̂ )   Py I A ( x̂ ) ,

即 x̂ 是QEP( T , A , f ) 的一平衡点# 

证明  对每一 ( x , y ) I X @ X ,令 W( x , Tx , y ) = U( x , Tx ) - U( y , Tx ) ,则定理 212的结
论由定理 211推得# 

注 21 2 定理 212推广了Ding[ 20]的定理 311从 H_空间到G_凸空间# 容易看出如果对每一 x I X , 函数
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y |y U( y , Tx ) 是 G_拟凸的,则定理 212的条件( � ) 成立# 因此定理21 2改进了Ding[ 5]的定理 312 并且从几

个方面推广了 Ding[ 4]的定理 211和 Cubiotti[ 3]的定理 412# 

系 211  设 ( X , #) 是 G_凸空间, K 是X 的非空紧子集, A : X y 2
X
是集值映象和U: X @ X

y R G ? ] 是函数使得

( � ) 定理 212的条件( � )成立;

( � ) 对每一 y I X ,集 D = x I X : U( x , x ) - U( y , x ) [ 0 在 X 内是紧闭的;

( � ) 函数 f ( x , y ) = U( x , x ) - U( y , x ) 在 y 是 0_G_对角拟凹的;

( � ) 对每一 B I F ( X ) , 存在X 的包含B的非空紧G_凸子集LB使得对每一x I LB \ K ,

如果 x I/ D ,则 A( x ) H LB X ª;如果 x I D ,则 A( x ) H G_co( P ( x ) ) H LB X ª,其中 P ( x )

= y I X : U( x , x ) - U( y , x ) > 0 # 

则存在 x̂ I X 使得

  
x̂ I A ( x̂ ) ,

U( x̂ , x̂ ) [ U( y , x̂ )   Py I A( x̂ )# 

如果再设 U( x , x ) \ 0对一切 x I X 成立,则有

  
x̂ I A ( x̂ ) ,

U( y , x̂ ) \ 0   Py I A( x̂ )# 

证明  在定理 212中令 Y = X 和T 是恒等映象# 第一结论由定理 212推得# 显然第二

结论成立# 

注 21 3 如果 x |y U( x , x ) 在 X 的每一紧子集上是下半连续的和 y | y U( x , y ) 在 X 的每一紧子集上是

上半连续的, 则条件( � ) 被自动满足# 如果对每一 x I X , y |y U( y , x ) 是 G_拟凸的,则条件( � ) 被自动满

足# 系 211 推广了 Ding[ 20] 的系 311到 G_凸空间# 

3  加权 Nash_平衡的存在性

作为系211的应用,我有下面约束多目标对策加权 Nash_平衡的存在定理# 

定理 311  设 G = (X
i
, A

i
, F

i
) i I N是约束多目标对策其中( X

i
, # i

) 是 G_凸空间, A
i
: X

î y

2X
i

是约束对应和F
i
= (f

i
1, f

i
2, ,, f

i
k
i
) : X y R

k
i 是局中人 i的支付函数# 对每一 i I N,令 K

i

是X
i的非空紧(不必 G_凸) 子集和K = F i I N

K
i# 假设存在权矢量W= ( W

1
, W

2
, ,, W

n
) ,

W
i I R

k
i \ 0 , 使得下面条件成立:

( � ) 对每一 i I N, A
i有非空G_凸值使得对每一y

i I X
i
, ( A

i
)
- 1

( y
i
) 在 X

î 内是紧开的和

集 D = x I X : x I A( x ) 在X 内是紧闭的其中 A( x ) = F i I NA
i
( x

î
) 对每一 x I X 成立;

( � ) 由 U( y , x ) = E i I NW
i # F

i
( y

i
, x

î
) 定义的函数 U: X @ X y R满足: x | y U( x , x )

在 X 的每一紧子集上是下半连续的和对每一x I X , y | y U( x , y ) 在 X 的每一紧子集上是上

半连续的;

( � ) 函数 f ( x , y ) = U( x , x ) - U( y , x ) 在 y 是 0_G_对角拟凹的;

( � ) 对每一 B I F ( X ) , 存在X 的包含B的非空紧G_凸子集LB使得对每一x I LB \ K ,

若 x I/ D ,则A ( x ) H LB X ª ;若 x I D则A( x ) H G_co( P( x ) ) H LB X ª ,其中 P ( x ) = y I

X : U( x , x ) - U( y , x ) > 0 # 

则 G 至少有一关于权矢量W的加权Nash_平衡点 x̂ I X# 
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证明  令 X = F i I N
X

i具有乘积拓扑和对每一 i I N, 令 P i : X y X
i 是X 到X

i上的投

影# 对任何A I F ( X ) ,令 #( A ) = F i I N #
i
( A

i
) 其中A

i
= P i ( A ) ,则由Tan[ 23] 的引理413,

( X , #) 是 G_凸空间# 显然 K 是X 的非空紧子集 # 由条件( � ) , 对每一 x I X , A( x ) =

F i I N
A

i
( x

î
) 是非空 G_凸子集且对每一 y I X ,

  A
- 1

( y ) = x I X : y I A ( x ) =

x I X : y
i I A

i
( x

î
) , P i I N =

H
i I N

( X
i @ x

î I X
î
: x

î I ( A
i
)
- 1

( y
i
) =

H
i I N

( X
i @ ( A

i
)
- 1

( y
i
) )

在 X 内是紧开的,因此系 211的条件( � ) 成立# 由条件( � ) ~ ( � ) , 容易看出 A 和U满足系

211的所有条件# 因此存在 x̂ I X 使得 x̂ I A( x̂ ) 和 U(x̂ , x̂ ) [ U( y , x̂ ) , Py I A( x̂ ) ,即是

  E
i I N

W
i#F

i
( x̂

i
, x̂

î
) [ E

i I N
W

i#F
i
( y

i
, x̂

î
)   Py I A( x̂ )# (3)

对每一 i I N和对任意给定的 y
i I A

i
( x̂

î
) ,令 y = ( y

i
, x̂

î
) ,则有 y I A ( x̂ ) 且由( 3) 式推得对

一切 y
i I A

i
( x̂

î
) , W

i#F
i
( x̂ ) [ W

i#F
i
( y

i
, x̂

î
)# 这就证明了对每一 i I N,

  x̂
i I A

i
( x̂

î
) 和 W

i#F
i
( x̂ ) = min

y
i I A

i
( x̂

î
)

W
i#F

i
( y

i
, x̂

î
) ,

即 x̂ I X 是约束多目标对策G 关于权矢量W的一加权Nash_平衡点# 

定理 312  设 G = (X
i
, F

i
) i I N是多目标对策,对每一 i I N , ( X

i
, #i

) 是 G_凸空间, F
i
=

(f
i
1, f

i
2, ,, f

i
k
i
) : X y R

k
i 是局中人 i 的支付函数和K

i
是X

i
的非空紧子集# 令 K = F i I NK

i
,

假设存在权矢量 W = ( W
1
, W

2
, ,, W

n
) , W

i I R
k
i \ 0 ,使得定理 311的条件( � ) 和( � ) 成

立且下面条件被满足:

( � )c对每一 B I F ( X ) ,存在X 的包含B的非空紧G_凸子集LB使得对每一x I LB \ K ,

G_co( y I X : U( x , x ) - U( y , x ) > 0 ) H LB X ª# 

则多目标对策 G 至少有一关于权矢量W的加权 Nash_平衡点# 

证明  对每一 i I N和对一切 x
î I X

î
,令 A

i
( x

î
) = X

i
,则定理 312的结论由定理 311得

到# 

注 31 1 如果对每一 i I N, (X i , # i) 是紧 G_凸空间, 则由令 K i = X i和LB = X = F i I N
X i 对 i I N和

B I F ( X) 成立, 则定理 311的条件( � ) 和定理 312 的条件( � )c被平凡满足# 定理 311推广了 Ding [ 20] 的

定理 411从 H_空间到G_凸空间# 

系 311  设 G = (X
i
, A

i
, F

i
) i I N是约束多目标对策,其中 X

i 是拓扑矢量空间的非空凸子

集, A
i
: X

î y 2X
i

是约束对应和F
i
= (f

i
1, f

i
2, ,, f

i
k
i
) : X y R

k
i是支付函数,对每一 i I N,令K

i是

X
i 的非空紧子集和 K = F i I NK

i# 假设存在一权矢量 W = ( W
1
, W

2
, ,, W

n
) , W

i I

R
k
i \ 0 使得下面条件被满足:

( � ) 对每一 i I N, A
i有非空凸值和对每一 y

i I X
i
, ( A

i
)

- 1
( y

i
) 在 X

î 内是紧开的且集D

= x I X : x I A ( x ) 在 X 内是紧闭的其中A( x ) = F i I N
A

i
( x

î
) ;

( � ) 定理 311的条件( � )成立;

( � ) 函数 f ( x , y ) = U( x , x ) - U( y , x ) 在 y 是 0_对角拟凹的(见[ 32] ) ;
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( � ) 对每一 B I F ( X ) , 存在 X 的包含B 的紧凸子集LB使得对每一 x I LB \ K , 若

x I/ D, 则 A( x ) H LB X ª;若 x I D,则A ( x ) H LB H co( y I X : U( x , x ) - U( y , x ) > 0 )

X ª# 则 G 至少有一个关于权矢量 W的加权Nash_平衡点# 

证明  对每一 i I N和 B
i I F ( X

i
) ,令 #i

( B
i
) = coB

i
,则每一( X

i
, # i

) 是一 G_凸空间# 

系311的结论由定理 311得到# 

系 312  设 G = (X
i
, F

i
) i I N是多目标对策,其中X

i是拓扑矢量空间的非空凸子集和F
i
=

(f
i
1, f

i
2, ,, f

i
k
i
) : X y R

k
i 是第 i个局中人的支付函数# 对每一 i I N,令K

i是X
i的非空紧子集

和 K = F i I N
K

i# 假设存在权矢量 W= ( W
1
, W

2
, ,, W

n
) , W

i I R
k

i \ 0 ,使得系 311的条

件( � ) 和( � ) 成立且下面条件被满足:

( � )c对每一 B I F ( X ) ,存在 X 的包含B 的非空紧凸子集LB 使得对每一 x I LB \ K ,

  LB H co( y I X : U( x , x ) - U( y , x ) > 0 X ª# 

则多目标对策 G 至少有一个关于权矢量W的加权Nash_平衡点# 

证明  易知系 312的结论可由系 311推得# 

注 31 2 如果系 312 中的条件( � )和( � )c分别由下面条件代替:

( � )d 对每一 x I X ,函数 y |y E i I N
W

i#F
i
( y

i
, x

î
) 是拟凸的;

( � )d 存在 X 的非空紧凸子集X0 使得对每一 x I X \ K ,存在 y I co(X 0 G x ) 满足

  E
i I N

W i # F i ( x ) > E
i I N

W i # F i ( yi , x î )# 

则系31 2的结论仍成立# 事实上条件( � )d显然蕴含定理 311的条件( � )# 现在证明条件 ( � )d蕴含系 312 的

条件( � )c# 对每一 B I F (X ) ,令 LB = co(X 0 G B ) , 则LB 是非空紧凸子集且包含B# 对每一 x I LB \ K ,

我们有 co(X 0 G x ) < LB且由条件( � )d , 存在 y I co( X0 G x ) < LB使得U( x , x ) - U( y , x ) > 0, 其中

U( y , x ) = E i I N
Wi#F i ( y i, xî )# 因此有 y I LB H y I X : U( x , x ) - U( y , x ) > 0 X ª 且因此有LB H

co( y I X : U( x , x ) - U( y , x ) ) X ª , 即( � )d ] ( � )c# 所以系312改进和推广了 Yuan 和Tarafdar[ 18]的定

理 1, Yu和 Yuan[ 19]的定理 2,Wang[ 16]的定理 311, Szidarovszky 等[ 9]的定理 1111和 Borm 等[ 12]的定理 1# 定

理 31 1进一步统一和推广了上述结果到约束多目标对策和没有线性结构的非紧 G_凸空间# 

4  帕雷多平衡的存在性

在本节中我们将使用上节中加权Nash_平衡的存在结果来推导约束多目标对策的帕雷多

平衡的某些存在结果# 为此我们需要下面引理, 它告诉我们在某些情况下约束多目标对策的

帕雷多平衡存在性能转化为加权Nash_平衡的存在性来处理# 

引理 411  对约束多目标对策 G = ( X
i
, A

i
, F

i
) i I N的每一关于权矢量 W= ( W

1
, W

2
, ,,

W
n
) I F i I NT

k
i+ ( W I F i I N intT

k
i+ ) 的正规化加权Nash_平衡x̂ I X 是对策G的弱帕雷多

平衡(帕雷多平衡)# 

证明  注意到对约束多目标对策的加权 Nash_平衡和帕雷多平衡的定义, 由使用Wang

[ 16]的引理 211证明中类似证法易证引理 411结论成立# 因此省去# 

注 41 1 我们注意到如果 x̂ I X 是对策G 关于权W I Fi I N
R k

i+ \ 0 ( W I F i I N
intR k

i+ ) 的加权Nash_

平衡,则引理 411 的结论仍成立# 应指出 G 的一帕雷多平衡不必是G 的一加权 Nash_平衡# 

定理 411  设 G = (X
i
, A

i
, F

i
) i I N是约束多目标对策,其中( X

i
, #i

) 是G_凸空间, A
i
: X

î y
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2X
i

是约束对应和F
i
= (f

i
1, f

i
2, ,, f

i
k
i
) : X y R

k
i 是局中人 i的损失函数# 对每一 i I N,令 K

i

是X
i 的非空紧子集和令K = F i I N

K
i# 假设存在权矢量 W = ( W

1
, W

2
, ,, W

n
) , W

i I R
k
i+

\ 0 , 使得定理 311的条件( � ) ~ ( � ) 成立# 则 G 在X 内至少有一弱帕雷多平衡点# 此

外如果 W = ( W
1
, W

2
, ,, W

n
) I F i I NintT k

i+ ,则 G 在X 内至少有一帕雷多平衡点# 

证明  由定理 311, G 至少有一关于权矢量W的加权Nash_平衡点 x̂ I X# 引理411说明

x̂ 也是G 的一弱帕雷多平衡点# 如果 W I intT k
i+ , x̂ 也是G 的一帕雷多平衡点# 

注 41 2 定理 411 推广了 Ding[ 20]的定理 511 从 H_空间到G_凸空间# 

作为定理 411的一直接推论我们有下面结果# 

系 411  设 G = (X
i
, A

i
, F

i
) i I N是约束多目标对策# 对每一局中人 i I N, 它的策略集X

i

是拓扑矢量空间的非空凸子集, A
i
: X

î y 2X
i

是它的约束对应和F
i
= (f

i
1, f

i
2, ,, f

i
k
i
) : X y R

k
i是

它的支付函数# 假设存在矢量 W = ( W
1
, W

2
, ,, W

n
) I F i I NR

k
i+ \ 0 使得系 311的条件

( � ) ~ ( � ) 成立,则 G至少有一弱帕雷多平衡点x̂ I X , 而且若 W I F i I NintT k
i+ ,则 G至

少有一帕雷多平衡点# 

证明  由系 311, G至少有一个关于权矢量W的加权Nash_平衡点 x̂ I X# 引理411蕴含

x̂ 也是G 的一弱帕雷多平衡点, 且如果 W I F i I NintT k
i+ ,则 x̂ 也是帕雷多平衡点# 

注 41 3 系 411推广了 Yuan 和Tarafdar[ 18]的定理2, Yu 和Yuan[ 19]的定理 4和Wang[ 16]的定理 312 到很

弱假设下的约束多目标对策# 

系 412  设 G = (X
i
, A

i
, F

i
) i I N是约束多目标对策# 对每一 i I N,其策略集 X

i是拓扑

矢量空间的非空凸子集, A
i
: X

î y 2X
i

是它的约束对应和F
i
= ( f

i
1, f

i
2, ,, f

i
k

i
) : X y R

k
i 是它的支

付函数# 假设对每一 i I N和对每一 j = 1, 2, ,, ki ,下列条件成立:

( � ) A
i有非空凸值和对每一 y

i I X
i
, ( A

i
)
- 1

( y
i
) 在 X

î 中紧开且集 H i I N x I X : x
i I

A
i
( x

î
) 在 X 中紧闭,其中 X = F i I NX

i
;

( � ) f
i
j 在X 的每一紧子集上是下半连续的和对每一y

i I X
i
,函数 x

î
| y f

i
j ( y

i
, x

î
) 在X

î的

每一紧子集上是上半连续的;

( � ) 对每一固定的 x
î I X

î
,函数 y

i
| y f

i
j ( y

i
, x

î
) 是凸的;

( � ) 存在 X
i非空紧凸子集X

i
0和 X

i的非空紧(不必凸) 子集 K
i使得对每一x I X \ K ,存

在 y I co( X 0 G x ) 使得 f
i
j ( x

i
, x

î
) > f

i
j ( y

i
, x

î
) 对一切 i I N和 j = 1, 2, ,, ki成立,其中X 0

= F i I N
X

i
0 和 K = F i I N

K
i
;

则约束多目标对策 G 至少有一帕雷多平衡点x̂ I X# 

证明  任取权矢量 W= ( W
1
, W

2
, ,, W

n
) I F i I NintT k

i+ # 从条件( � ) ~ ( � ) 和注312

容易检查系311的一切条件被满足# 因此 G至少有一关于权矢量W的加权Nash_平衡点 x̂ I

X# 因 W I F i I N intT k
i+ ,由引理411x̂ 必是约束多目标对策G 的一帕雷多平衡点# 证毕# 

注 41 4 系 412推广了 Yuan 和Tarafdar[ 18]的定理3, Yu 和Yuan[ 19]的定理 6和Wang[ 16]的定理 312 到约

束多目标对策且因此定理 411进一步统一和推广了上述结果到非紧约束多目标对策和到没有线性结构的 G_
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凸空间# 
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Qusi_Equilibrium Problems and Constrained Multiobjective

Games in Generalized Convex Space

DING Xie_ping

( Depar tment of Mathemat ics , Sichuan Norm al Un iv er sity ,

Chen gdu 610066, P R China )

Abstract: A class of quasi_equilibrium problems and a class of constrained multiobjective games were

introduced and studied in generalized convex spaces without linear structure. First, two existence

theorems of solutions for quasi_equilibrium problems are proved in noncompact generalized convex

spaces. Then, as applications of the quasi_equilibrium existence theorem, several existence theorems

of weighted Nash_equilibria and Pareto equilibria for the constrained multiobjective games are estab-

lished in noncompact generalized convex spaces. These theorems improve, unify and generalize the

corresponding results of the multiobjective games in recent literatures.

Key words: quasi_equilibrium problem; constrained multiobjective game; weighted Nash_equilibria;

Pareto equilibria; generalized convex space
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