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摘要: � 使用边界积分方程方法, 研究了三维无限弹性体中受非对称载荷作用的外部圆形裂纹问

题�� 通过使用 Fourier 级数和超几何函数, 将问题的二维边界奇异积分方程简化为 Abel 型方程, 获

得了一般非对称载荷作用的外部圆形裂纹问题的应力强度因子精确解, 比用 Hankel 变换法得到的

结果更为一般�� 结果表明: 边界积分方程法在解析分析方面还有很大的潜力��
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引 � �言

边界积分方程方法应用于裂纹分析时, 一般只能求数值解, 例如, Snyder 和 Cruse( 1975)
[ 1]

、

Crouch( 1976) [ 2] 、Blandford 等( 1981) [ 3] 、Portela 等( 1992) [ 4] 、Bui( 1977) [ 5] 、Weaver ( 1977) [ 6] 、Wang

等( 1993, 1993, 1997) [ 7~ 9] 的代表性工作��如何将边界积分方程方法用于裂纹问题的解析分析,

一直是个难题��本文作者和 Chau 等在这方面作了一些探索, 获得了有意义的结果[ 10~ 14]��

本文在作者三维裂纹问题边界积分方程方法已有工作( 1993)
[ 7]

的基础上, 研究三维无限

弹性体中受非对称载荷作用的外部圆形裂纹问题��通过使用 Fourier 级数和超几何函数, 将问

题的二维边界奇异积分方程简化为 Abel 型方程, 获得了一般非对称载荷作用的外部圆型裂纹

问题的应力强度因子精确解��在对称载荷作用的特殊情形, 本文的解与文献上用 Hankel 变换

法得到的结果( 1975) [ 15] 一致��

1 �边界积分方程

考虑无限弹性体中带有一个外部圆形裂纹 �= ( �, �, 0) | a < �< � , 0 � � � 2� 的

三维问题, 见图 1�� 假设体积力不存在, 无限远处的应力为零, 裂纹上、下表面作用任意非对称

载荷 �33( �, �, � 0) , �3�( �, �, � 0) 和 �3�( �, �, � 0)�� 利用作者对一般三维裂纹问题导出的

边界积分方程( 1993)
[ 7]

, 可得本问题有关裂纹位错 F ( �, �) 和位错密度 W2( �, �) 、W3( �, �) 的

如下二维边界积分方程:
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图 1� 无限体中的一个外部圆形裂纹

�
�

a
d��

2�

0

�
��0

�0
r
�F( �, �)
�� -

� � � � �� t�( �, �) + M ( �, �) d�=

� � � � 2�P 3( �0, �0) ,

�
��0

+
i
�0
�
��0 �

�

a
�d��

2�

0

W( �, �)
r

d�=

� � � � 2�[ R( �0, �0) + iT ( �0, �0) ] ,

� � � � � ( i = - 1, a < �0 < � , 0 � �0 � 2�)

( 1)

其中:

� �

M ( �, �) =
1
r
�2

F ( �, �)
���2

- �
�� t�( �, �)

��
,

P3( �, �) =
1
2 [ �33( �, �, + 0) + �33( �, �, - 0) ] ,

� t3( �, �) = �33( �, �, - 0) - �33( �, �, + 0) ,

R( �, �) =
1
2

[ �3�( �, �, + 0) + �3�( �, �, - 0) ] ,

� t�( �, �) = �3�( �, �, - 0) - �3�( �, �, + 0) ,

T ( �, �) =
1
2

[ �3�( �, �, + 0) + �3�( �, �, - 0) ] ,

� t�( �, �) = �3�( �, �, - 0) - �3�( �, �, + 0) ;

( 2)

� � W( �, �) = W2( �, �) + iW3( �, �) + �� t 3( �, �) , ( 3)

� � r = [ �2 + �20 - 2��0cos( �- �0) ]
1/ 2

, ( 4)

� � � = ( 1- 2�) / ( 4( 1 - �) ) , ( 5)

� �

W2( �, �) =
�

2( 1 - �)
1
�
�
��[ ��u�( �, �) ] +

1
�
�
���u�( �, �) ,

W3( �, �) =
�
2

1
�
�
��[ ��u�( �, �) ] -

1
�
�
���u�( �, �) ,

F( �, �) =
�

2( 1 - �)
[ u3( �, �, + 0) - u3( �, �, - 0) ] ,

� u�( �, �) = u�( �, �, + 0) - u�( �, �, - 0) ,

� u�( �, �) = u�( �, �, + 0) - u�( �, �, - 0) ,

( 6)

u i 和�ij 分别是位移分量和应力分量; �为 Po isson 比, �是剪切模量��

裂纹位错和位错密度还必须满足如下的位移单值性条件( 1993) [ 7] :

� � F( a, �0) = 0,

� ��
�

a
�d��

2�

0
[ ( 2 - �) W( �, �) - �W( �, �) + G ( �, �) ] d�= 0, ( 7)

式中

� � G( �, �) = -
1
2 ( 1- 2�) � t3( �, �) ]

�
�a +

i
a
�
��0 �
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ln[ a
2
+ �2 - 2a�cos( �- �0) ] � � ( 0 � �0 � 2�)��

根据文献[ 16] ( 1979) , 本问题解的唯一性要求边界积分方程( 1) 和位移单值性条件( 7) 中的未

知函数函数具有如下性态:

� �
F( �, �) = O

1
� , W2( �, �) = o

1
�

W3( �, �) = o
1
�

� ( � � � ) , ( 8)

2 �Abel 积分方程及其解

二维奇异边界积分方程( 1) 在位移单值性条件( 7) 下的求解, 文献上没有现成的方法可用,

下面建议一种可能的解法��

引进未知函数 F( �, �) , W( �, �) 和已知载荷的 Fourier 级数:

� � F( �, �) , W( �, �) = �
�

n = - �
f n( �) , wn ( �) ei n�

, ( 9)

� � P3( �, �) , R( �, �) + iT( �, �) , � t 3( �, �) , �� t�( �, �) , �
�
��� t�( �, �) =

� � � � � � �
�
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, ( 10)
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1

2��
2�

0
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1

2��
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�
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d��� ( 12)

使用积分公式( 1980) [ 17] :

� �
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�
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2P
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Q
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,  ( n = ? 1, ? 2, , ; Q0 < Q)

( 13)

边界积分方程( 1) 可简化为如下的Abel 积分方程:

5
5 Q0

Q0
Q

]

Q
0

u
- 2| n| du

u
2
- Q

2
0
Q

u

a

[ Q
| n|

f n ( Q) ]c - Q
| n|

bn ( Q)

u
2
- Q

2
dQ=

P
2

Q
- | n|
0 p n( Q0) +

  
Q

]

Q
0

u
- 2 | n| du

u
2
- Q

2
0
Q

u

a

Q
| n|

[ cn( Q) + | n | bn( Q) ]

u
2
- Q

2
d Q  ( n = 0, ? 1, ? 2, , ) ,

5
5 Q0Q

]

Q
0

u
- 2| n| du

u
2
- Q

2
0
Q

u

a

Q
1+ n

wn ( Q)

u
2
- Q

2
dQ=

P
2

Q- n
0 qn( Q0)   ( n = 0, 1, 2, , ) ,

  
Q

]

Q
0

u
1- 2ndu

u
2
- Q

2
0

5

5 uQ

u

a

Q
1+ n

w- n ( Q)

u
2
- Q

2
dQ=

P
2

Q1- n
0 q- n ( Q0)   ( n = 1, 2, , ) ,

( a [ Q0 < ] )# 

( 14)
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位移单值性条件( 7) 可被简化为:

f n( a) = 0   ( n = 0, ? 1, ? 2, , ) ,

Q
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( 15)

利用Abel 算子的性质, 可求得积分方程( 14) 满足条件( 15) 和无限远处性态( 8) 的解为:
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其中:

B- n =
1- 2M

2( 2- M)
( 2n - 1) a

2n- 1

Q

]

a
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]
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2
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将上述解代入Fourier 级数( 9) , 即可得二维奇异边界积分方程( 1) 的级数解# 再将( 12) 式回代,

并进行级数的求和运算, 又可将级数解表示成有关裂纹上、下表面已知载荷的二重积分形式# 

但推导过程烦冗, 这里不再赘述# 

3  应力强度因子

根据作者以前的工作[ 7] , 外部圆形裂纹的 Ñ 、Ò 、Ó 型应力强度因子可直接由下述极限公

式计算:

K Ñ( H) S limQya
2P( a - Q) R33( Q, H, 0) = l imQya

P

2( Q- a)
F ( Q, H) ,

K Ò( H) + iK Ó( H) S - limQya
2P( a - Q) [ R3Q( Q, H, 0) + iR3H( Q, H, 0) ] =

  - limQy a
2P( Q- a) W( Q, H)   ( 0 [ H [ 2P)# 

( 18)
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将边界积分方程的级数解( 9) 、( 16) 和( 17) 代入以上极限公式, 可求得外部圆形裂纹问题的应

力强度因子为:

K Ñ( H) =
- 1

P PaQ

2P

0
d UQ

]

a

Q
2

- a
2
P3( Q, U) QdQ

a
2
+ Q
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( 19a)

K Ò( H) =
1

P PaQ

2P

0
d UQ

]

a
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Q
2
- a
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0
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a
Q
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    2
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H 1

a
Q

, U- H Qd Q, ( 19b)

图 2 上表面受集中压力 P

作用的外部圆形裂纹

K Ó( H) =
1

P PaQ
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2
QdQ

a
2
+ Q

2
- 2aQcos( U- H)

+

    
1- 2M

4(2- M)
(Pa)

- 3/ 2
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]

a
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a
Q
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a
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( 19c)

式中 N1( Q, H) = - T( Q, U) sin( U- H) +
M

2- M
R( Q, U) - 2

5T ( Q, U)
5 U

#

    
a
Q

- cos( U- H) -
M

2- M
T ( Q, U) + 2 5R( Q, U)

5 U
sin( U- H) ,

N 2( Q, H) = R( Q, U) sin( U- H) -
M

2- M
T ( Q, U) + 2

5R ( Q, U)
5 U

a
Q

- cos( U- H) -

    
M

2 - M
R ( Q, U) - 2

5T( Q, U)
5 U

sin( U- H)# ( 19d)

H 1( u, H) = usinHQ

1

0

( 1- t)
- 1/ 2

dt
1- 2utcosH+ u

2
t

2,

H 2( u, H) =
Q

1

0

u( cosH- ut) ( 1- t)
- 1/ 2dt

1- 2utcosH+ u
2
t

2 # 

( 20)

在裂纹上下表面作用对称载荷的特殊情形, 即 E t3( Q, H) = E tQ( Q, H) = E tH( Q, H)

= 0, 本文的解( 19) 与文献上用 Hankel 变换法得到的结果( 1975) [ 15] 一致# 

4  裂纹上表面受集中压力作用的特例

当外部圆形裂纹的上表面任意点 ( Q0, H0, + 0) 处作用集中压力 P 时(见图2) , 由( 19) 式可

求得问题的应力强度因子为:
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K Ñ( H) =
P

2P Pa

Q
2
0 - a

2

a
2
+ Q

2
0 - 2aQ0cos( H0 - H)

,

K Ò( H) =
P ( 1 - 2M)

4( 2- M) ( Pa)
3/ 2 H 2

a
Q0

, H0 - H - 2
5

5 H0
H 1

a
Q0

, H0 - H ,

K Ó( H) =
P ( 1 - 2M)

4( 2- M) ( Pa)
3/ 2 H 1

a
Q0

, H0 - H + 2 5
5 H0

H 2
a
Q0

, H0 - H ,

( 0 [ H [ 2P)# 

( 21)

将上述结果作为外部圆形裂纹问题的 Green 函数, 可得到许多有意义的结果# 

5  结  论

本文用边界积分方程方法, 研究了三维无限弹性体中受非对称载荷作用的外部圆形裂纹

问题# 通过将二维奇异边界积分方程简化为 Abel 方程, 获得了问题的应力强度因子精确解,

比文献上用 Hankel 变换法得到的结果更为一般# 本文的结果表明: 边界积分方程方法在解析

分析方面还有很大的潜力# 
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T h e P r o b l e m o f a n E x t e r n a l C i r c u l a r C r a c k

U n d e r A s y m m e t r i c L o a d i n g s

W ANG Yin_b ang

( Depar tm ent of Mechanics , Lanzhou Univer sity , Lan zhou 730000, P R Chin a )

Abst ra ct : Using the boundary integr al equation method, the pr oblem of an ex ternal circular crack in

a thr ee_dimensional infinite ela stic body under asymmetric loadings is inve stigated. The tw o_dimen-

sional singular boundar y integral equations o f the pr oblem w ere reduced to a sy stem of Abel integral e-

quations by means of Four ier series and hyper geometric functions. The exact solutions of stress inten-

sity factors are obtained for the problem of an external cir cular crack under asymmetric loading s,

which ar e even more universal than the re sults obtained by the use of Hankel transform method. The

r esults demonstr ate that the boundar y integral equation method has gr eat potential as a new analytic

method.

Key w o rds: external circular crack; asymmetric loading s; boundary integr al equations; Abel equa-

tions; stress intensity factor s; ex act so lutions
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