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横观各向同性层合矩形板弯曲、振动
和稳定的三维精确分析
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摘要:  针对四边简支的横观各向同性矩形板的弯曲、振动和稳定给出了新的状态空间分析方

法# 从横观各向同性弹性力学的三维基本方程出发, 通过引入位移函数和应力函数, 构造了两类

相互独立的状态空间方程, 不仅使原方程得到解耦而且降低了阶数, 十分有利于具体问题的求

解# 对于四边简支的矩形板, 建立了层合板上下表面状态变量间的关系式# 特别针对矩形板的

自由振动(稳定)问题, 发现存在两类彼此无关的形式, 一类对应板的纯面内振动(稳定) , 而另一

类则是一般意义上的板的弯曲振动(稳定)# 给出了数值结果, 并考察了相关参数的影响# 
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引   言

矩形板的静动力学研究一直是固体力学的一个重要方向,其中新材料和新结构的不断出

现为这一研究注入了无穷的生机和活力# 对于厚板,经典板理论不再适用;当材料是各向异性

时,各阶修正的板理论也存在不同程度的缺陷,特别是不能充分反映所有弹性常数的影响# 问

题的完满解决只有依赖于三维精确分析,可以用双三角函数展开方法来获得四边简支各向同

性矩形板的三维精确解, 这一方法同样可推广应用于正交各向异性板以及相应的层合板# 基

于状态空间方程的分析方法(也称为初始函数法)与传统解法相比, 最后的求解矩阵的阶数不

随层数的增加而扩大,因此特别适用于层合结构的分析
[ 1]# Fan 和 Ye

[ 2]
通过对原方程的重新

安排,构造了对应正交各向异性弹性理论的一个状态空间方程, 并应用于正交各向异性层合板

的分析# Ding等
[ 3]
最近结合有限Hankel变换考察了横观各向同性层合圆板的轴对称自由振

动# 

本文针对横观各向同性层合矩形板(假设各向同性面和板的中面相平行)的弯曲、振动和

稳定问题进行了分析# 通过引入两个位移函数和两个应力函数, 我们发现可将横观各向同性

弹性力学的三维基本方程化为两个相互独立的状态空间方程# 这使得本文方法不仅具有一般

状态空间方法的优越性, 而且使原方程得到解耦和降低,从而极大简化了具体问题的求解# 针
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对四边简支的层合矩形板的弯曲、振动和稳定问题, 分别导出了最终的求解方程,并给出了具

体算例# 

1  基 本方 程

对于横观各向同性弹性体,在直角坐标系中其广义 Hooke定理可表示如下

Rx = c11
5u
5x

+ c12
5v
5y

+ c13
5w
5z

,  Sxz = c44
5w
5x

+
5u
5z

,

Ry = c12
5u
5x

+ c11
5v
5y

+ c13
5w
5z

,  Syz = c44
5w
5y

+
5v
5z

,

Rz = c13
5 u
5x

+ c13
5 v
5y

+ c33
5w
5z

,  Sxy = c66
5u
5y

+
5v
5x

,

( 1)

式中记 u、v 和w 分别为x、y 和z 方向的位移分量, cij 是弹性常数,其中 c11 - c12 = 2c66# 控制

微分方程为
[ 4]

5Rx

5x
+

5Sxy

5y
+

5Sxz

5z
= Ku,

5Sxy

5x
+

5Ry

5y
+

5Syz

5z
= Kv ,

5Sxz

5x
+

5Syz

5y
+

5Rz

5z
= Kw ,

( 2)

对应于弯曲、振动和稳定问题,式中 K分别等于0、Q52
/ 5t

2
和T 152

/ 5x
2
+ T 252

/5y
2
,这里 Q为材

料密度, T 1和T 2分别是矩形板沿 x和y 方向所承受的均匀压力# 几何关系可以在任何一本弹

性力学专著中找到, 这里不再重述# 

2  状态空间法列式

对位移 u 和 v, 剪应力 Sxz 和 Syz 作如下变量替换

u = -
5W
5 y

-
5G
5x

,  v =
5W
5x

-
5G
5y

,  Sxz = -
5S1

5y
-

5S2

5x
,  Syz =

5S1
5x

-
5S2
5y

# ( 3)

将式( 3)代入式( 1) 中 Sxz 和Syz 的表达式,得

-
5
5y

S1 - c44
5 W
5z

-
5
5 x

S2 + c44w - c44
5G
5z

= 0,

5
5x

S1 - c44
5W
5z

-
5
5y

S2 + c44w - c44
5G
5 z

= 0# 
( 4)

根据文[ 5]附录A的证明,由式( 4)可得

S1 - c44
5 W
5z

= 0, ( 5)

S2 + c44w - c44
5G
5z

= 0# ( 6)

将式( 1)和( 3)代入式( 2)的前两式得

-
5
5y

A -
5
5x

B = 0,  5
5 x

A -
5
5y

B = 0, ( 7)

式中

A = c66 +W+
5S1

5z
- KW, ( 8)
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B = c11 +G - c13
5w
5z

+
5S2

5z
- KG, ( 9)

其中 + = 52
/ 5x

2
+ 52

/5y
2
为平面Laplace算子# 同理由式( 7) 得

A = 0, ( 10)

B = 0, ( 11)

另利用式( 3)分别由式( 1)的第五式和式( 2)的第三式,得

5w
5z

=
c13

c33
+G +

1
c33
Rz , ( 12)

5Rz

5z
= Kw + +S2# ( 13)

将式( 12)代入式( 9)消去5w / 5z ,则由式( 10) 和( 11) 得 5S1/ 5z 和 5S2/5z 的表达式# 式( 5)、

( 6)、( 10)、( 11)、( 12) 和( 13) 可写成如下矩阵形式:

5
5z

W

S1
=

0 1/ c44

K - c66 + 0

W

S1
, ( 14)

5
5z

G

Rz

S2

w

=

0 0 1/ c44 1

0 0 + K

K - ( c11 - c
2
13/ c33) + c13/ c33 0 0

( c13/ c33) + 1/ c33 0 0

G

Rz

S2

w

# ( 15)

可以看出,六个状态变量 W、S1、G、Rz、S2 和 w 分成相互独立的二组: 状态空间方程( 14) 和( 15)

与原方程相比, 都得到了降阶,有利于具体问题的求解# 

利用本构关系式( 1)容易将另三个应力分量用状态变量来表示,即

Rx + Ry = - c11 + c12 - 2
c

2
13

c33
+G + 2

c13

c33
Rz ,

Rx - Ry = - 2c66 2
52W
5x5y

+
52

5x
2 -

52

5y
2 G ,

Sxy = c66
52

5x
2 -

52

5y
2 W- 2

52
G

5x5y
# 

( 16)

3  矩形板的弯曲、振动和稳定

考虑总层数为 p 的横观各向同性层合板形板,各向同性平面平行于板中面,取坐标如图 1

所示# 可以假设

W

S1
= E

]

m= 0
E

]

n= 0

h
2�W( F)

hc
(1)
44 �S1( F)

cos( mPN) cos( nPG) exp( iXt ) , ( 17)

G

Rz

S2

w

= E
]

m= 1
E

]

n= 1

h
2�G ( F)

c
(1)
44 �Rz ( F)

hc
(1)
44 �S2( F)

h�w ( F)

sin( mPN) sin( nPG) exp( i Xt ) , ( 18)

其中 F= z / h、N= x / a 和G= y / b 为无量纲坐标, c
( 1)
44 代表第一层的弹性模量# 对于振动问

题 X为谐振动的圆频率;对于弯曲或稳定问题,则 X= 0# 按照式( 17) 和( 18) 的假设,可知边

界上满足如下三维的简支条件:
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图 1 层合矩形板的几何示意图

当 x = 0, a时; Rx = v = w = 0;

当 y = 0, b 时: Ry = u = w = 0# 

将式( 17)和( 18)代入式( 14)和( 15)两式, 利

用三角函数的正交性质, 对于任何一对模态数组

合 ( m, n) 可得

d
dF
V1( F) = M1 V1( F) , ( 19)

d
dFV2( F) = M2 V2( F) , ( 20)

式中 V1 = [�W, �S1]
T
, V2 = [�G , �Rz , �S2, �w ]

T
,且

M1 =

0
c

(1)
44

c44

c66A
c

(1)
44

- f 0

,  M2 =

0 0
c

( 1)
44

c44
1

0 0 - A - f

( c33 c11 - c
2
13) A

c33 c
(1)
44

- f
c13

c33
0 0

-
c13A
c33

c
(1)
44

c33
0 0

, ( 21)

其中 A= k
2
1+ k

2
2, k1 = ( h/ a) mP, k2 = ( h/ b) nP# 对于弯曲、振动和稳定问题, 分别有f = 0、

f = 82Q/ Q(1) 和f = T 1k
2
1/ c

( 1)
44 + T 2k

2
2/ C

(1)
44 , 这里 82

= Q(1) X2
h

2
/ c

( 1)
44 为量纲一的频率, Q(1) 代

表第一层材料的密度# 

式( 19)和( 20)为常微分形式的状态空间方程,利用矩阵理论,可以得到其解为

V1( F) = exp[ M1( F- Fj- 1) ] V1( Fj- 1)  ( Fj- 1 [ F [ Fj ; j = 1, 2, ,, p ) , ( 22)

V2( F) = exp[ M2( F- Fj- 1) ] V2( Fj- 1)  ( Fj- 1 [ F [ Fj ; j = 1, 2, ,, p ) , ( 23)

其中 F0 = 0, Fj = E
j

i= 1

hi / h# 指数矩阵函数 exp[ Mk( F- Fj ) ] 通常被称为传递矩阵, 可用 Cay-

ley_Hamilton定理将其表示成矩阵 Mk 的多项式
[ 6]# 

对于完全粘合的层合板, 在层间要求 u , v , w , Rz , Sxz 和Syz 连续,在这里转化为状态变量在

界面上要连续, 于是从式( 22) 和( 23) 出发,可得到如下关系式

V1( 1) = T1 V1( 0) , ( 24)

V2( 1) = T2 V2( 0) , ( 25)

式中 T1 = F
1

j= p

exp[ M1( Fj - Fj- 1) ] 和 T2 = F
1

j = p

exp[ M2( Fj - Fj- 1) ]分别为二阶和四阶的方阵# 

对应于弯曲、振动和稳定问题, 利用层合板上下表面条件可从式( 24) 和( 25) 出发导出最后的

求解矩阵# 

1) 弯曲

假设板的下表面自由,上表面承受任意分布荷载 q ( x , y ) , 则首先可将 q ( x , t )展开成如下

形式:

q ( x , y ) = E
]

m, n= 1
qmnsin( mPN) sin( nPG) , ( 26)

其中 qmn = 4Q
1

0 Q
1

0
q ( N, G) sin( mPN) sin( nPG) dNdG# 此时易知�W= �S1 = 0,同时因在上下表面
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有�S2( 0) = �S2( 1) = �R2( 0) = 0, �Rz ( 0) = - qmn/ c
(1)
44 , 于是由式( 25) 中的第二、三式可得到

�G ( 0)

�w ( 0)
=

qmn

c
(1)
44

T 221 T 224

T 231 T 234

- 1
T 222

T 232

, ( 27)

式中 T 2ij 为矩阵 T2 的元素# 上表面的状态变量已知后,任意点的状态变量可由下式求出

Vk( F) = exp[Mk( F- Fj- 1) ] F
1

i= j- 1

exp[ Mk( F- Fi- 1) ] Vk( 0) ,

( k = 1, 2; Fj- 1 [ F [ Fj ) , ( 28)

而其它导出变量由式( 16)给出# 

2) 自由振动

对于自由振动问题, 板的上下表面为自由,相应的条件可表示为

�Rz = �S1 = �S2 = 0  ( F= 0, 1)# ( 29)

由式( 24)和( 25)可导出对应两类不同振动形式的频率方程

T 121 = 0, ( 30)

T 221 T 224

T 231 T 234
= 0, ( 31)

其中频率方程( 30)对应板的平面内振动, 而频率方程( 31)则对应一般的弯曲振动# 由式( 30)

或( 31)可以求出无量纲频率 8 ,然后由式( 24) 或( 25) 及式( 28) 可定出状态矢量的振动模态,

其它导出变量的振动模态由式( 16) 决定# 

3) 稳定

对于稳定问题最后的方程也归结为式( 30)和( 31) , 此时由式( 30)或( 31)可以求出等效的

临界应力T cr = T 1k
2
1/ c

( 1)
44 + T 2 k

2
2/ c

(1)
44 # 同自由振动问题的一样,稳定也存在两类形式,即对应

式( 30) 的面内稳定及对应式( 31) 的弯曲稳定# 

4  算   例

首先考察一个三层的四边简支矩形板受正弦荷载 qsin(PN) sin(PG) 的作用的问题# 设上

下两层的材料相同, 为横观各向同性,材料的弹性常数如下:

图 2 板中心点正应力沿厚度方向的分布

c11 = 20 @ 10
10

Pa,  c12 = 12 @ 10
10

Pa,

c13 = c33 = 2 @ 10
10

Pa,  c44 = 1 @ 10
10

Pa,

中间层为各向同性, 其泊松比 M= 013, 弹性模量

E = 21 @ 1010Pa# 对于各向同性材料有:

c11 = c33 =
E ( 1- M)

( 1 + M) ( 1- 2M)
,

c12 = c13 =
EM

( 1 + M) ( 1- 2M)
,

c44 = c66 =
E

2( 1 + M)
# 

( 32)

设上中下三层的厚度比为 014: 012: 014, 板的长厚比和宽厚比分别为 a/ h = 10和 b/ h =

5# 图2给出了板中心点三个无量纲正应为 Ri / q( i = x , y , z ) 沿板厚方向的分布# 从图 2可

以看出正应力 Rx 和 Ry 要比正应力Rz 大,在材料界面处 Rz 是连续的, 而 Rx 和Ry 出现跳跃# 

其次考察前述三层板的自由振动问题,进一步假设各向同性材料和横观各向同性材料的
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密度比为 210# 图 3和图 4分别给出了第一类和第二类振动的各模态最低阶频率曲线# 需要

指出的是对应第一类振动,我们可取 m 和n 中的一个为零,但不能同时为零;对应第二类振动

则m 和n都必须大于零,这一点可从式( 3)、( 17) 和( 18) 看出# 从图中可以看出最低阶无量纲

频率 8 随模态数m 和n 的增大而增大# 

图 3 第一类自由振动最低阶频率        图 4 第二类自由振动最低阶频率

5  结   论

1) 横观各向同性弹性体的状态空间方程也可从三维理论出发以 u, v , w , Rz , Sxz和Syz 为状

态变量直接导出,不过这样做将导致一个六变量的状态空间方程, 比本文所得到的要复杂,且

后续求解也显得复杂# 

2) 引进位移及应力分解式( 3) ,能够方便地得出板的自由振动(稳定)存在两类独立的形

式的结论,这也是本文方法的一大优点# 

3) 由于文章长度的限制, 本文仅给出了三个图例# 其它的数值结果表明,对于厚板 Rz 与

Rx 和Ry 相比不可忽略,因此那些忽略 Rz 影响的板理论在厚板情形是不适用的# 

4) 从式( 14)和( 15)可知,这两个方程在圆柱坐标系中也是适用的,因此可以用来分析圆

板的非轴对称变形和振动等问题# 
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On the Bending, Vibration and Stability of

Laminated Rectangular Plates With

Transversely Isotropic Layers

DING Hao_jiang,  CHEN Wei_qiu,  XU Rong_qiao

( Depar tm ent of Civil Engin eer in g , Zhejian g Un iver sity , Han gzhou 310027, P R Chin a )

Abstract: A method based on newly presented state space formulations is developed for analyzing the

bending, vibration and stability of laminated transversely isotropic rectangular plates with simply sup-

ported edges. By introducing two displacement functions and two stress functions, two independent

state equations were constructed based on the three_dimensional elasticity equations for transverse

isotropy. The original differential equations are thus decoupled with the order reduced that will facil-i

tate obtaining solutions of various problems. For the simply supported rectangular plate, tworelations

between the state variables at the top and bottom surfaces were established. In particular, for the free

vibration ( stability) problem, it is found that there exist two independent classes: One corresponds to

the pure in_plane vibration (stability) and the other to the general bending vibration ( stability) . Nu-

merical examples are finally presented and the effects of some parameters are discussed.

Key words: transverse isotropy; rectangular plate; state space method
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