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Banach空间中渐近非扩张型映象
不动点的迭代逼近问题
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摘要:  研究了 Banach 空间中渐近非扩张型映象不动点的迭代逼近问题# 所得结果改进和发展了

一些人的最新成果# 
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1  引论及预备知识

本文中处处假定 E是一实Banach空间, E
*
是 E的共轭空间, J : E y 2

E
*

是由下式定义的

正规对偶映象:

  J ( x ) = f I E
*
: 3x , f 4= +x + # +f + , +f + = +x + ( x I E)# 

定义 111  设 D < E 是一非空子集, T : D y D 是一映象# 

11 T 称为渐近非扩张的[ 1]
, 如果存在序列 kn < [ 1, ] ) , lim

ny ]
kn = 1,使得

  +T
n
x - T

n
y + [ kn +x - y +   ( Px , y I D , n I N ) , (1)

21 T 称为渐近非扩张型的[ 2]
,如果

  l im
ny ]

sup sup
x I D

+T n
x - T

n
y + - +x - y + [ 0   (对每一 y I D) , (2)

31 T 称为一致L_Lipschitzian, 其中 L 是一正常数,如果

  +T
n
x - T

n
y + [ L +x - y +   ( Px , y I D , n I N )# (3)

注 11 1 由定义 111 易知:如果 T : D y D是一非扩张映象, 则 T是具常数序列 1 的渐近非扩张映象; 如

果T : D y D 是具序列 kn < [ 1, ] ) 的渐近非扩张映象, 其中 lim
n y ]

kn = 1, 则 T 是渐近非扩张型的一致

L_L ipschitzian 映象,其中 L = sup
n\1

kn# 
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定义 112[ 3]  Banach空间 E 是一致凸的,如果 E 的凸性模 DE

  DE( E) = inf 1 -
1
2

+x + y + : +x + = +y + = 1, +x - y + \ E > 0,

( P0 < E [ 2) (4)

注 11 2 应该指出: 如果 E 是实的一致凸的 Banach空间,则 E 是自反的和严格凸的, 从而正规对偶映象

J : E y E* 是单值的# 

定义 113  设 D 是E 中之一非空闭凸集, D 称为E 的收缩核, 如果存在一连续映象 Q: E

y
onto

D ,使得 Qx = x , Px I D# 映象 Q 称为由E 到D 的保核收缩# 

定义 114  设 D 是E 之一非空闭凸集, T : D y D 是一映象# An , Bn 是[ 0, 1] 中的两

个序列, Q: E y
onto

D 是一非扩张的保核收缩# un , vn 是E 中满足条件:

  E
]

n= 0
+un + < ] ,  E

]

n= 0
+vn + < ] (5)

的二有界序列, 则

11由下式定义的序列 xn < D:

  

x 0 I D,

x n+ 1 = Qp n,

p n = (1- An) xn + AnT
n
Qyn + un,

y n = (1- Bn) xn + BnT
n
x n + vn,

(6)

称为修正的具误差的 Ishikawa迭代序列;

21由下式定义的序列 xn < D:

  

x 0 I D,

x n+ 1 = Qp n,

p n = (1- An) xn + AnT
n
xn + un# 

(7)

称为修正的具误差的 Mann迭代序列;

31 特别,如果 un = vn = H, Pn \0,则由(6) 和(7) 所定义的序列 x n < D分别称为修

正的 Ishikawa迭代序列和修正的Mann迭代序列# 

渐近非扩张映象与渐近非扩张型映象的概念分别由 Goebel_Kirk[ 1]和 Kirk[ 2]所引入# 这些

概念与 Banach空间中不动点理论紧密相关# Goebel, Kirk在
[ 1]
中证明:一致凸 Banach空间中任

一有界闭凸集上的渐近非扩张自映象存在不动点# 

关于渐近非扩张映象及渐近非扩张型映象不动点的迭代逼近问题在 Chang 等的[ 4] , Xu

的[ 5] , Goebel_Kirk的[ 1] , Kirk的[ 2] , Liu的[ 6] , Schu的[ 7] , Zeng 的[ 8]及 Kirk_Torrejon 的[ 9]中

讨论过# 本文的目的是在 Banach空间的框架下,研究渐近非扩张型映象不动点的具误差的迭

代逼近问题,本文结果是引文[ 1, 4, 6, 7, 8]中相应结果的改进和推广# 

下面的引理在证明本文的主要结果中起到重要的作用# 

引理 111( Chang[ 10] )  设 E 是任一实 Banach空间, J : E y 2E
*

是正规对偶映象,则对任意

的 x , y I E 及对任意的j ( x + y ) I J ( x + y ) 有
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  +x + y +2 [ +x +2
+ 23y , j ( x + y )4# 

引理 112( Xu[ 3] , 定理 2)  设 p > 1是 r > 0是两个给定的正数# 则Banach空间 E 是一

致凸的,当而且仅当存在一严格增的连续的凸函数 g : [ 0, ] ) y [ 0, ] ) , g (0) = 0使得

+Kx + (1 - K) y +p [ K+x +p
+ (1 - K) +y +p

- Xp( K) g( +x - y +) , (8)

对一切 x , y I B (0, r ) , K I [ 0, 1] 成立, 其中 B(0, r ) 表 E中以O为心, r > 0为半径的闭球,

而且

  Xp( K) = Kp(1 - K) + K(1- K) p# (9)

引理 113  设 E 是一实 Banach空间, D 是E 中之一非空闭凸集, Q: E y
onto

D 是E 到D的

非扩张的保核收缩, T : D y D 是一致L_Lipschitzian映象, L > 0, 设 x n 是由(6) 定义的修

正的具误差的 Ishikawa迭代序列, 其中 un , vn 是E 中满足条件(5) 的二有界序列# 则由

+x n - T
n
xn + y 0,可推出 +xn - Txn + y 0# 

证  令
  an = +x n- T

n
xn + + + un ++ +vn + ,

  bn = +xn - T
n
Qy n + + + un ++ +vn + ,

  cn = +y n- x n + ,

  dn = +y n- 1- xn +,
  en = +x n+ 1 - xn +# 

则    cn = +Bn ( T
n
xn - xn ) + vn + [

      Bn +T
n
xn - xn + + +vn + [ an,

  bn [ +xn - T
n
x n + + +T n

xn - T
n
Qy n + + +un + + +vn + [

      an + L # +x n - Qy n +(因 x n I D, 故 Qxn = x n) [

      an + L # +x n - yn + = an + Lcn [ an( 1+ L ) ,

  en = +x n+ 1 - xn + = +Qp n- x n + = +Qpn - Qxn + [

      +p n- x n + = +An( T
n
Qyn - x n) + un + [

      An +T n
Qyn-x n + + +un + [ bn [ an (1+ L ) ,

  dn = +y n- 1- xn + [ +yn- 1- x n- 1+ + +xn- 1- x n + =

      cn- 1+ en- 1 [ an- 1+ an- 1(1 + L ) = an- 1(2 + L)# 

从而有

  

+xn- 1- T
n- 1

( x n) + [ +x n- 1- T
n- 1

( x n- 1) + + +T
n- 1
( xn- 1) -

  T n- 1
( x n) + [ an- 1+ L +x n- 1- xn + =

  an- 1 = Len- 1 [ an- 1(1+ L + L
2
) ,

+xn - T
n- 1

xn + [ +x n - x n- 1 + + +xn- 1 - T
n- 1

( x n) + [

  an- 1(1 + L ) + an- 1(1+ L + L
2
) ,

+xn - Txn + [ +x n-T n
xn ++ +T

n
x n - Tx n + [

  an + L # +x n- T
n- 1

xn + [

  an + an- 1L # (1 + (1+ L )
2
)# 

(10)

因 E
n

+un + < ] , E
n

+vn + < ] ,故 + un + y 0, +vn + y 0# 如果 +x n- T
n
x n + y 0,故
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an y 0# 于是由(10) 知 +xn - Txn + y 0# 引理 113证毕# 

2  渐近非扩张型映象不动点的迭代逼近

定义 211  设 E 是一实 Banach空间, D是E中的闭子集, T : D y D是一映象# T 称为半

紧的, 如果对 D 中任一有界序列 xn 满足 +x n- Txn + y 0( n y ] ) ,则存在子序列 xn
j <

x n 使得x n
i

y x
* I D( n i y ] )# 

定理 211  设 E是一实的一致的凸的Banach空间, D是E中之一有界闭凸子集# 设存在

非扩张的保核收缩 Q: E y
onto

D# 设 T : D y D 是一半紧的一致L_Lipschitzian渐近非扩张型映

象# 设 An , Bn 是[ 0, 1] 中的二序列使得

  0 < E [ An ,  Bn [ 1- E  ( Pn \ 0)# (11)

如果 F( T) X <( F ( T) 是T 在D中不动点的集合) ,则由(6)定义的修正的具误差的 Ishikawa迭

代序列 x n 收敛于T 在D 中的某一不动点 x
*
,如果 T 满足条件:

( * ) 对任意子列 x n
i < xn ,当 +T

n
ix n

i
- x n

i
+ y 0时就有 +Txn

i
- x n

i
+ y 0

证  任取 q I F(T ) ,因 D 是有界的, un , vn 是E 中的满足条件(5) 的有界列,且 xn ,

T
n
Qyn , T

n
xn 均属于D,故存在 r > 0,使得

  D G xn - q + un G T
n
Qyn - q + un G T

n
x n- q + vn G

      xn - q + vn < B(0, r ) ,

其中 B(0, r ) 表以 O为心, r > 0为半径的闭球,在引理 112中取 p = 2, K= An,于是由(6) 有

  +xn+ 1- q +2
= +Qpn - Qq +2 [ +p n- q +2

=

      +(1- An) ( x n- q + un) + An( T
n
Qyn - q + un ) +2 [

      ( 1- An) +xn - q + un +2
+ An +T

n
Qy n - q + un +2

-

      X2( An) g ( +T n
Qyn - xn ) + [

      ( 1- An) +xn - q + un +2
+ An +T

n
Qy n - q + un +2# (12)

因 x n- q + un 和 T
n
Qyn - q + un 均包含于B (0, r ) ,于是由引理 111有

  +xn - q + un +2 [ +x n - q +2
+ 23un , J ( xn - q + un )4 [

      +x n- q +2
+ 2+ un + # +x n - q + un + [

      +x n- q +2
+ 2r +un +, (13)

  +T
n
Qy n- q + un +2 [ +T n

Qyn-q +2
+ 2 < un, J ( T

n
Qy n- q + un) > [

      +T
n
Qy n - q +2

+ 2r +un +# (14)

把( 13) , ( 14)代入( 12)化简得

  +xn+ 1- q +2 [ (1 - An ) +xn - q +2
+ An +T

n
Qy n - q +2

+ 2r +un + =

      +x n- q +2
+ An +T

n
Qyn - q +2

- +Qyn - q +2
+

      An +Qy n - q +2
- +x n - q +2

+ 2r +un +# (15)

首先考察上式右端第三项,在引理 112中取 p = 2,于是由引理 112可得
  +Qyn - q +2

- +xn - q +2
= +Qy n- Qq +2

- +xn - q +2 [

      +y n- q +2
- +x n - q +2

=
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      +(1- Bn) ( xn - q + vn ) + Bn( T
n
x n- q + vn) +2

- +x n- q +2 [

      ( 1- Bn ) ( | x n- q + vn) |
2
+ Bn +T n

x n- q + vn +2
-

      X2( Bn) g( +x n- T
n
xn +) - +x n - q +2# (16)

因 xn - q + vn I B (0, r ) , T n
x n - q + vn I B(0, r ) ,故由引理 111有

  +xn - q + vn +2 [ +x n- q +2
+ 23vn, J ( x n - q + vn)4 [

      +x n- q +2
+ 2+vn + # r , (17)

  +T
n
x n - q + vn +2 [ +T n

x n- q +2
+ 23vn, J ( T n

xn - q + vn )4 [

      +T
n
xn - q +2

+ 2r +vn + (18)

把( 17) , ( 18)代入( 16) ,并化简得

  +Qyn - q +2
- +xn - q +2 [ Bn +T n

x n- q +2
- +x n - q +2

+

      2r +vn +- Bn(1 - Bn) g ( +xn - T
n
x n +)# (19)

把( 19)代入( 15)化简得

  +xn+ 1- q +2 [ +xn - q +2
+ An +T n

Qyn - q +2
- +Qyn - q +2

+

      An Bn( +T
n
x n - q +2

- +xn - q +2
) + 2r +vn + -

      Bn( 1- Bn ) g ( +xn - T
n
x n +) + 2r +un + [

      +x n- q +2
-
AnBn(1 - Bn )

2 g( +x n- T
n
xn +) +

      An +T n
Qyn - q +2

- +Qyn - q +2
-
Bn (1- Bn )

4
g( +x n- T

n
xn +) +

      AnBn +T
n
x n - q +2

- +x n - q +2
-
(1 - Bn)

4
g( +x n- T

n
xn +) +

      2r ( +un + + +vn +)# 

利用条件( 11)化简得

  +xn+ 1- q +2 [ +xn - q +2
-
E2

2
g ( +xn - T

n
x n +) +

      An +T n
Qyn - q +2

- +Qyn - q +2
-
E2

4
g ( +xn - T

n
x n +) +

      AnBn +T
n
x n - q +2

- +x n - q +2
-

E
4 g( +x n - T

n
xn +) +

      2r ( +un + + +vn +)   ( Pn \ 0)# (20)

现记

  R = inf
n\0

+x n - T
n
xn +# 

下证 R = 0# 设不然 R > 0# 故 +xn - T
n
x n + \ R > 0( Pn \ 0) ,由 g 的严格增性及g(0)

= 0,故

  g( +x n- T
n
xn +) \ g( R) > 0( Pn \ 0)# (21)

于是由( 20)知

  +xn+ 1- q +2 [ +xn - q +2
-
E
3

2 g ( R) +

      An +T n
Qyn - q +2

- +Qyn - q +2
-
E
2

4 g ( R) +
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      AnBn +T
n
x n - q +2

- +x n - q +2
-

E
4
g( R) +

      2r ( +un + + +vn +)# (22)

因为 T 是渐近非扩张型映象故

  l im
ny ]

sup sup
x I D

+T n
x - T

n
y + - +x - y + [ 0,对每一 y I D,

从而有

  l im
ny ]

sup sup
x I D

+T n
x - T

n
y +2

- +x - y +2
=

      l im
ny ]

sup sup
x I D

( +T
n
x - T

n
y + - +x - y +) ( +T

n
x - T

n
y + + +x - y +) [

        0   (对每一 y I D) , (23)

于是对给定的 q I F( T) < D 和给定的数E2q ( R) / 4 > 0, 存在正整数 n0,当 m \ n0时有

  sup
m \n

0

sup
x I D

+T m
x - q +2

- +x - q +2
<

E2

4
g( R)# (24)

因 Qyn I D , x n I D, 于是当 n \ n0时,由(24) 可得

  +T
n
Qy n- q +2

- +Qyn - q +2
<
E
2

4
g( R) ,

  +T
n
x n - q +2

- +x n-q +2
<
E
2

4
g ( R) < E

4
g ( R)# 

于是当 n \ n0时,由(22) 有

  +xn+ 1- q +2 [ +xn - q +2
-
E
3

2
g ( R) +

      2r ( +un + + +vn +)   ( Pn \ n0) ,

即

  E
2

2
g ( R) [ +xn - q +2

- +xn+ 1 - q +2
+

      2r ( +un + + +vn +)   ( Pn \ n0)# 

于是对任一 m \ n0有

  E
m

n= n
0

E
2

2 g ( R) [ +x n
0
- q +2

-

      +xm+ 1- q +2
+ 2r E

m

n= n
0

+ un ++ E
m

n= n
0

+vn + # 

让 m y ] 即得

  ] [ +x n
0
- q +2

+ 2r E
]

n= n
0

+un + + E
]

n= n
0

+vn + < ] # 

这是一个矛盾, 由此矛盾知 R = 0# 故存在子序列 x n
j
< xn 使得

  +xn
j
- T

n
jx n

j
+ y 0  ( nj y ] )# (25)

于是由条件( * )知

  +xn
j
- Tx n

j
+ y 0  ( nj y ] )# 

因 T 是半紧的,故存在子序列 x n
i < x n

j 使得

  x n
i

y x
*  I D( n i y ] ) , (26)

因 T 是连续的,由(26) 即得

28 张    石    生



  lim
n
i

y ]
+x n

i
- Txn

i
+ = +x

*
- Tx

* + = 0,

即 x
* 是 T 在D 中之一不动点,又因

  +T
n
ixn

i
- x

* + [ +T
n
ix n

i
- xn

i
+ + +xn

i
- x

* + y 0   ( n i y ] )

另由( 6)及( 25)知

  y n
i
= xn

i
- Bn

i
( xn

i
- T

n
ix n

i
) + vn

i
y x

*  ( n i y ] )# 

下证

  T
n
iQy n

i
y x

*  ( ni y ] )# (27)

事实上,因 T : D y D是渐近非扩张型映象,于是由( 23) 有

  lim
n
i

y ]
sup +T n

iQy n
i
- x

* +2
- +Qyn

i
- x

* +2
[

      lim
n
i

y ]
sup sup

x I D
+T n

ix - x
* +2

- +x - x
* +2 [

      l im
ny ]

sup sup
x I D

+T n
x - x

* +2
- +x - x

* +2 [ 0# (28)

因 Q 是非扩张的,因而是连续的, 于是有 Qyn
i

y Qx
*
= x

*
,故由(28) 有

  lim
n
i

y ]
sup +T n

iQy n
i
- x

* +2
[ 0# 

但因

  lim
n
i

y ]
inf +T n

iQyn
i
- x

* +2
\0# 

故有

  lim
n
i

y ]
+T n

iQyi - x
* +2

= 0# 

( 27)得证# 

现在( 20)中取 q = x
* 于是有

  +xn
i
+ 1- x

* +2 [ +x n
i
- x

* +2
-
E3

2 g ( +xn
i
- T

n
ixn

i
+) +

      An
i

+T n
iQyn

i
- x

* +2
- +Qyn

i
- x

* +2
-
E2

4
g ( +xn

i
- T

n
ixn

i
+) +

      An
i
Bn

i
+T

n
ix n

i
- x

* +2
- +x n

i
- x

* +2
-

E
4
g( +x n

i
- T

n
ixn

i
+) +

      2r ( +un
i
+ + +vn

i
+)# 

于是由( 25) ~ ( 27)及 g 的连续性知

  lim
xn
i

y ]
+n

i
+ 1- x

* +2
= 0# 

即    x n
i
+ 1 y x

*   ( ni y ] )# (29)

用与( 28)中相同的方法可证

  lim
n
i

y ]
sup +T n

i
+ 1
xn

i
+ 1- x

* +2
- +x n

i
+ 1- x

* +2
[ 0# 

由( 29)及上式即得

  lim
n
i

y ]
sup +T n

i
+ 1
xn

i
+ 1- x

* +2
[ 0# 

从而得证 lim
n
i

y ]
+T n

i
+ 1
x n

i
+ 1- x

* + = 0,即
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  T
n
i
+ 1
x n

i
+ 1 y x

*   ( ni y ] )# (30)

由( 6) , ( 29)及( 30)知

  y n
i
+ 1 = x n

i
+ 1- Bn

i
+ 1( T

n
i
+ 1
xn

i
+ 1- xn

i
+ 1) +

      vn
i
+ 1 y x

*   ( ni y ] )# (31)

仿在证明( 27)时所用的方法并由( 31)可证

  lim
n
i

y ]
T
n
i
+ 1
Qyn

i
+ 1 = x

* # 

重复上述方法, 由归纳法可证:对一切 m \0有

  x n
i
+ m y x

*
, yn

i
+ m y x

*   ( ni y ] ) ,

  T
n
i
+ m
x n

i
+ m y x

*
, T

n
i
+ m
Qyn

i
+ m y x

*   ( ni y ] )# 

于是得证 x n y x
*
( n y ] ) , yn y x

*
( n y ] )# 

定理 211得证# 

定理 212  设 E 是一实的一致凸的 Banach空间, D是E中之一有界闭凸集# 设 T: D y

D 是一半紧的渐近非扩张映象 # 设存在非扩张的保核收缩 Q: E y
onto

D# 再设 An , Bn 是

[ 0, 1] 中的满足条件(11) 的序列# 则由(6) 定义的修正的具误差的 Ishikawa迭代序列 x n 强

收敛于 T 在D 中的某一不动点x
*
,如果 T 满足定理 211中的条件(* )# 

证  因 D是一致凸Banach空间 E中的有界闭凸集, T : D y D是渐近非扩张映象# 于是

由Goebel_Kirk的[ 1] , T 在D中有不动点, 故 F(T ) X <# 又因T 是渐近非扩张的,由注111, T
是一致L_Lipschizian的渐近非扩张型映象# 故定理211中的一切条件满足,定理212的结论由
定理 211直接可得# 

仿定理211的证明,可证下面的结果成立# 

定理 213  设 E是一致凸的实Banach空间, D是E中之一非空的有界闭凸集, T : D y D是

一半紧的一致 L_Lipschitzin渐近非扩张型映象# 设 An 是[ 0, 1] 中的实序列满足条件:

  0 < E [ An [ 1- E  ( P n \ 0)# 

设存在非扩张的保核收缩 Q: E y
onto

D# 如果 F (T ) X <, 则由(7) 式定义的修正的具误差的

Mann迭代序列 xn 强收敛于T 在D中的某一不动点x *
,如果T 满足定理211中的条件( * )# 

注 21 1 我们追求下列事实 :

11 设 E 是一实的一致凸的Banach空间(从而 E 是自反的和严格凸的) , 设 D是E 中的闭凸集,设 A : D (A )

= D y E 是一m_增生映象, 于是由 Reich[ 11] 知, 存在 E 到D 上的非扩张的保核收缩Q: E y
onto

D# 

21 在定理 211中, 如果 un = vn = 0, P n \ 0,则条件/ 存在 E 到D上的非扩张的保核收缩0 是不必要的,

因而有下之结果# 

定理 214  设 E 是一实的一致凸的 Banach空间, D 是E 之一有界闭凸子集,设 T: D y D

是一半紧的一致 L_Lipschit ian渐近非扩张型映象# 设 An , Bn 是[ 0, 1] 中的二序列满足条

件(11)# 如果 F (T ) X <,则由下式定义的修正的 Ishikawa 迭代序列 xn :

  

x 0 I D,

x n+ 1 = (1 - An ) x n+ AnT
n
y n,

y n = (1- Bn) xn + BnT
n
x n

(31)
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强收敛于 T 在D 中的某一不动点x
*
,如果 T 满足定理 211中的条件(* )# 

注 21 2 定理 211, 212, 213及 214 改进和推广了 Chang 等[4] , Goebel_Kirk[ 1] , Schu[ 7] , Liu [ 6]及 Zeng[ 8]中的相

应结果# 
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Abstract: Some iterative approximation theorems of fixed points for asymptotically nonexpansive type

mappings in Banach spaces are obtained.

Key words: asymptotically nonexpansive mapping; fixed point; modified Ishikawa iterative sequence

with errors; modified Mann iterative sequence with errors

31Banach 空间中渐近非扩张型映象不动点的迭代逼近问题


