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横观各向同性饱和弹性多孔介质
非轴对称动力响应
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摘要:  应用 Fourier展开和 Hankel变换求解了简谐激励下横观各向同性饱和弹性多孔介质的非轴

对称 Biot波动方程, 得到了一般解# 用一般解给出了多孔介质总应力分量的表达式# 最后对求解

横观各向同性饱和弹性多孔介质非轴对称动力响应边值问题的方法作了系统说明, 并且给出了数

值分析特例# 
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引   言

饱和多孔介质的动力响应问题是涉及地球物理勘探、地震工程、石油开采、核废料处理、水

利工程和土木工程等领域的重要基础课题# 自从 Biort[ 1~ 3]建立了饱和多孔介质本构关系和波

动方程以来,有关这方面的研究越来越引起人们的关注# 已经有几种处理饱和多孔介质动力

响应的方法,如 Ziekewicz等
[ 4]
的有限元法、Bougacha等

[ 5, 6]
的空间半离散有限元技术、Chang

[ 7]

和Dominguez[ 8]的频域边界元法、Chen 等[ 9]的 Laplace 域边界元法和 Dargush 等[ 10]提出的求解

简谐激励下饱和弹性多孔介质轴对称动力响应的边界元法等# 另外还有: Philippacopoulos[ 11]

用Hankel变换方法解出了轴对称波动方程;张玉红[ 12]对不可压缩液体饱和弹性多孔介质低频

非轴对称动力响应问题作了分析# 

本文对可压缩单相流体饱和横观各向同性弹性多孔介质的非轴对称动力响应进行讨论# 

用Fourier展开和 Hankel变换方法得到了非轴对称情况下 Biot方程的一般解;给出了多孔介质

总应力分量的表达式;对饱和弹性多孔介质非轴对称动力响应边值问题的求解方法作了系统

说明,给出了半空间横观各向同性饱和弹性多孔介质在表面竖向简谐荷载作用下表面竖向位

移的数值分析结果# 

1  Biot波动方程

以多孔介质固体骨架的平均位移 u和孔隙流体相对于固体骨架运动的体积通量w为广义
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坐标,把Lagrange 方程写成

  dP
du i

=
d
dt

5T
5Ûu i

,  dP
dw i

=
d
dt

5T
5Ûw i

+
5D
5Ûw i

, (1a, b)

其中, T 是饱和多孔介质的动能密度; D 是耗散函数; P 是势能(应变能) 密度,它由下式给出

  2P = Sijeij + pN, (2)

Sij 是饱和多孔介质总应力张量; eij 是多孔介质固体骨架应变张量; p 是孔隙流体压力,另外

  
eij = ( u i, j + uj, i ) / 2,  N= divw = <( e - E) ,

e = divu,  E= div U,
(3)

U是孔隙流体平均位移, <是多孔介质的孔隙率# 

假设固体骨架是线弹性体,并且孔隙流体可压缩# 饱和多孔介质的应力应变关系是

  Sij = A
kl
ij ekl + M ijN,  p = M ije ij + MN, (4a, b)

这里, A kl
ij、Mij 和M 是饱和多孔介质的弹性常数# 

如果孔隙流体的宏观流动速度(平均流动速度)和微观流动速度(孔隙内流动速度)之间是

线性关系,那么介质的动能密度由下式给出

  2T = QÛu iÛu i + 2QlÛuiÛw j + mijÛw iÛw j , (5)

式中, Q是饱和多孔介质密度, Ql是孔隙流体密度; mij 是反映孔隙流体宏观流动速度和微观流

动速度之间关系的张量# 

把孔隙流体看成 Newton流体,反映多孔介质单位体积内摩擦功率耗散的耗散函数 D 满足

  2D = GrijÛw iÛw j , (6)

其中, G是孔隙流体动力粘滞系数, rij 是与孔隙形状有关的张量# 

对于横观各向同性饱和弹性多孔介质,取 z 轴沿介质对称轴方向, x_y 平面平行于各向同

性平面,张量 mij 和 rij 分别是

  [ mij ] =

m1 0 0

0 m1 0

0 0 m3

, [ rij ] =

r1 0 0

0 r1 0

0 0 r 3

# (7)

应力应变关系( 4)式具体表示成

  

Rx

Ry

Rz

Syz

Szx

Sxy

p

=

2B1+ B2 B 2 B 3 0 0 0 B6

B2 2B1+ B 2 B 3 0 0 0 B6

B3 B 3 B 4 0 0 0 B7

0 0 0 2B5 0 0 0

0 0 0 0 2B5 0 0

0 0 0 0 0 2B1 0

B6 B 6 B 7 0 0 0 B8

ex

ey

ez

eyz

ezx

exy

N

, (8)

其中, Bj ( j = 1, 2, ,, 8) 是介质弹性常数# 

为了分析方便, 采用柱坐标系, 取 z 轴沿介质对称轴方向, r_H平面平行于各向同性平面# 

从以上关系式可以推导出简谐激励下 u 和p 满足的波动方程

B1 ¨2
ur -

1
r

2
5 uH
r5H+

ur

r
+ B 5

52u
5z2

+ Q*1 X
2
u r + B1+ B2-

B
2
6

B8

5 eh
5 r +

    B3 + B5-
B6B 7

B8

5
5r

5u z

5z +
B6

B8
+ X2QlB1

5p
5r = 0, (9a)
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B1 ¨2
uH-

1
r

- 2
5 ur
r5H+

uH
r

+ B 5
52uH
5z 2

+ Q*1 X
2
uH+ B1+ B 2-

B
2
6

B 8

5 eh
r5H+

    B3 + B5-
B6B 7

B8

5
r5H

5 uz
5z +

B6

B8
+ X2QlB1

5p
r5H= 0, (9b)

B 3+ B5-
B6B 7

B8

5 eh
5z + B 5¨2

uz + B4-
B
2
7

B8

52uz
5z 2

+

    Q*3 X
2
uz +

B 7

B 8
+ X2QlB3

5p
5z = 0, (9c)

B6

B8
+ X2QlB1 eh +

B7

B8
+ X2QlB3

5uz
5z -

    B1¨2
p - B3

52p
5 z2

-
p
B 8

= 0, (9d)

式中   ¨2
=

52

5r2
+

5
r5r +

52

r
25H2

,  eh =
5u r

5r +
ur

r
+

5 uH
r5H, (10a, b)

  Q*j = Q- Bj Q
2
l X

2
,  Bi =

1

( X2mj - i XGr j )
 ( j = 1, 3) , (10c, d)

u r, uH和uz分别是u 沿径向、周向和轴向的分量, X是简谐激励的圆频率; i是虚数单位# 方程

组(9) 就是横观各向同性饱和弹性多孔介质在简谐激励下稳态动力响应的控制方程, 即 Biot

波动方程# 

2  Biot波动方程的非轴对称解

对方程( 9a)和( 9b)作运算
5
5r +

1
r

(9a) +
5
r5H(9b) ,得

  2B1+ B 2-
B

2
6

B 8
¨2

eh + B5
52 eh
5z2

+ Q
*
1 X

2
eh +

      B3 + B5-
B6B 7

B8
¨2 5 uz

5z
+

B6

B8
+ X2QlB1 ¨2

p = 0# (11)

方程组( 9)和( 11)中只有四个独立方程# 

把 u r、uH、uz、eh 和p 关于H作Fourier 展开, 取下面的形式

  

ur ( r , H, z )

uz ( r , H, z )

eh ( r, H, z )

p ( r , H, z )

= E
]

n= 0

urn ( r, z )

uzn ( r, z )

ehn ( r , z )

p n( r , z )

cosnH, (12a)

  uH( r , H, z ) = E
]

n= 1
uHn( r , z ) sinnH# ( 12b)

上式代入方程组( 9)和( 11) ,有

  B1
52urn
5 r2

+
5 urn
r5r -

1

r
2 [ ( n

2
+ 1) urn+ 2nuHn ] + B5

52urn
5z 2

+ Q*1 X
2
urn+

      B1 + B2-
B
2
6

B8

5 ehn
5r + B3 + B5-

B6B 7

B8

5
5r

5 uzn
5z +

      
B6

B8
+ X2QlB1

5p n

5 r = 0, (13a)
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  B1
52uHn
5r 2

+
5uHn
r5r -

1

r
2 [ ( n

2
+ 1) uHn + 2nurn ] + B5

52uHn
5z 2

+ Q
*
1 X

2
uHn -

      B1 + B2-
B
2
6

B8

nehn

r
- B3+ B5-

B6B 7

B 8

n
r

5 uzn
5z -

      
B6

B8
+ X2QlB1

pn
r

= 0# ( 13b)

和    2B1+ B 2-
B

2
6

B 8
¨2

( n) ehn + B5
52ehn
5z 2

+ Q*1 X
2
ehn +

      B3 + B5-
B6B 7

B8

5
5z ( ¨

2
( n) uzn) +

B 6

B 8
+ X2QlB1 ¨2

( n) p n = 0, (14a)

  B5¨2
( n) uzn+ B4-

B
2
7

B8

52uzn
5z 2

+ Q*3 X
2
uzn +

      B3 + B5-
B6B 7

B8

5 ehn
5z +

B7

B8
+ X2QlB3

5p n

5z = 0, ( 14b)

  B1¨2
( n) p n + B3

52p n

5z 2
+

p n

B8
-

B6

B8
+ X

2
QlB1 ehn-

B 7

B 8
+ X

2
QlB3

5uzn
5z = 0, (14c)

其中   ¨2
( n) =

52

5r 2
+

5
r5 r -

n
2

r
2# (15)

当 n = 0时方程组(13) 中 uHn = 0,问题简化为轴对称问题# 本文只对 n > 0的非轴对称

情况进行讨论# 

211  方程组( 14)的 Hankel变换解

对方程组( 14)中的各量作 n阶 Hankel变换,并利用关系式

  Q
]

0
¨2

( n) gJn( kr ) rdr = - k
2Q

]

0
gJn( kr ) rdr (16)

得到   B5
52�ehn
5z 2

+ b1�ehn - b 3k
2 5�uzn
5 z - b6 k

2�p n = 0, (17a)

  b4
52�u zn

5z 2
+ b3

5�ehn
5z + b7

5pn
5z + b5�uzn = 0, ( 17b)

  B3
52�p n

5z 2
+ b8�p n - b7

5�uzn
5z - b6�ehn = 0, (17c)

式中

  b1 = X2Q*1 - 2B 1+ B2-
B
2
6

B8
k
2
,  b 3 = B 3+ B5 -

B6B7

B8
, (18a, b)

  b4 = B 4-
B

2
7

B 8
,  b 5 = X2Q*3 - B5k

2
, (18c, d)

  b6 =
B6

B8
+ X2QlB1, (18e)

  b7 =
B7

B8
+ X2QlB3, (18f )

  b8 =
1
B8

- B1 k
2
, (18g)

其中, �ehn、�uzn 和�p n 分别表示 ehn、u zn 和 pn 的n 阶Hankel变换# 方程组( 17)用矩阵表示是
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B 5 0 0

0 b4 0

0 0 B3

52

5z 2

�ehn

�uzn

�p n

+

0 - b3k
2 0

b3 0 b7

0 - b7 0

5
5z

�ehn

�u zn

�p n

+

b1 0 - b6 k
2

0 b3 0

- b6 0 b8

�ehn

�uzn

�p n

= 0# 

(19)

设( 19)式的解是

  

�ehn

�uzn

�p n

=

C1n

C2n

C3n

exp( Kz )# (20)

代入( 19)式,有

  

B5K
2
+ b1 - b3 k

2
K - b6k

2

b 3K b4K
2
+ b5 b7K

- b6 - b7K B3K
2
+ b8

C1n

C2n

C3n

= 0# (21)

上式有非零解的条件是系数行列式等于零# 即

  a1K
6
+ a2 K

4
+ a3K

2
+ a4 = 0, (22)

其中   a1 = B5 b4B3, (23a)

  a2 = B5( B3 b5+ b4 b8+ b
2
7) + B3 b1 b4+ B3 b

2
3k

2
, ( 23b)

  a3 = B5 b5 b8+ b1( B3 b5+ b4 b8+ b
2
7) + ( b

2
3 b8+ 2b3 b6 b7- b

2
6b 4) k

2
, (23c)

  a4 = b1 b5 b8- b5 b
2
6 k

2# ( 23d)

方程( 22)的根是 ? K1, ? K2, ? K3  (ReKs \ 0, s = 1, 2, 3) ,它们由下式给出

  K21 = A + B -
a2
3a1

, (24a)

  K22 = - 1+ i 3
3

A + - 1+ i 3
3

2

B -
a2
3a1

# ( 24b)

  K
2
3 =

- 1+ i 3
3

B +
- 1 + i 3

3

2

A -
a2

3a1
# (24c)

式中   A = 3 -
q
2
+ Q, B = 3 -

q
2
- Q ,  Q =

p
3

3

+
q
2

2

, (25a, b)

  p = -
1
3

a2
a1

2

+
a3
a1
,  q = 2

a2
3a1

3

-
1
3

a2a3

a
2
1

+
a4
a1

# (25c)

设 K1、K2 和 K3 互不相等, 方程组(17) 的解是

  �ehn = E
3

s = 1

As [ Csnexp( Ksz ) + Dsnexp(- Ksz ) ] , (26a)

  �uzn = E
3

s = 1

Cs[ Csn exp( Ksz ) - Dsn exp(- Ksz ) ] , ( 26b)

  �p n = E
3

s = 1

[ Csnexp( Ksz ) + Dsnexp(- Ksz ) ] , (26c)

其中

  As = [ ( b4b 6- b 3b7) K
2
s + b5 b6]

k
2

$s
, (27a)

  Cs = - [ B 5b7K
2
s + b1 b7+ b3b 6k

2
]
Ks
$s
, ( 27b)
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  $s = B 5b 4K
4
s + ( B5 b5+ b1b 4+ b

2
3k

2
) K2s+ b1 b5, (27c)

Csn 和Dsn( s = 1, 2, 3) 为与 z 无关的待定量# 

212  方程组( 13)的 Hankel变换解

令

  <n = urn+ uHn ,  Wn = urn- uHn# (28a, b)

从方程组( 13)推导出关于 <n 和Wn 的方程

  B1¨2
( n+ 1) <n + B5

52<n
5z 2

+ Q*1 X
2<n+

      5
5 r -

n
r

b2 ehn + b3
5 uzn
5z + b6p n = 0, (29a)

  B1¨2
( n- 1) Wn + B5

52Wn
5z 2

+ Q*1 X
2Wn +

      5
5 r +

n
r

b2 ehn + b3
5 uzn
5z + b6p n = 0, ( 29b)

式中   b2 = B 1+ B2-
B
2
6

B8
# (30)

对 <n 和Wn 分别作( n + 1) 阶和( n - 1) 阶Hankel变换,并应用公式( 16)和

  Q
]

0

dg
dr

-
ng
r

Jn+ 1( kr) rdr = - kQ
]

0
gJn( kr ) rdr , (31a)

  Q
]

0

dg
dr

+
ng
r

Jn- 1( kr) rdr = kQ
]

0
gJn( kr ) rdr, ( 31b)

从( 29)式得到

  
52�<n
5z 2

- K20�<n =
k
B5

b2�ehn + b3
5�u zn

5z + b6�p n , (32a)

  
52�Wn
5z 2

- K
2
0�Wn = -

k
B5

b2�ehn+ b3
5�uzn
5z + b6�p n , ( 32b)

式中   K0 = [ ( B1 k
2
- Q*1 X

2
) / B5]

1/ 2# (33)

�<n 和�Wn分别表示<n和 Wn 的( n + 1) 和( n - 1) 阶Hankel变换# 把( 26)式代入( 32)式,解出�<n

和�Wn 是

  �<n = [ C4nexp( K0z ) + D4nexp(- K0z ) ] +

      E
3

s= 1

d s[ Csnexp( Ksz ) + D snexp(- Ksz ) ] , (34a)

  �Wn = [ C5nexp( K0z ) + D5nexp(- K0z ) ] -

      E
3

s= 1

d s[ Csnexp( Ksz ) + D snexp(- Ksz ) ] # ( 34b)

其中   d5 =
k
B 5

b 2As + b3CsKs + b6

K2s - K20
  ( s = 1, 2, 3)# (35)

Csn 和Dsn( s = 4, 5) 为与 z 无关的待定量# 

213  C4n 和D4n 与C5n 和D5n 之间的关系

从( 10b)式有

  ehn =
5 urn
5 r +

urn
r

+
nuHn
r

# (36)

61张   引   科    黄    义



对其作 n阶Hankel变换就是

  �ehn = k
2
�<n -

k
2
�Wn# (37)

把( 26a)式和(34)式代入,并要求上式对任意的 z 成立,则 C4n和 D4n 与 C5n 和 D5n 之间的关系是

  C4n = C5n, D4n = D5n# (38)

这样( 34)式就简化为

  �<n = [ C4nexp( K0z ) + D4nexp(- K0z ) ] +

      E
3

s= 1

d s[ Csnexp( Ksz ) + D snexp(- Ksz ) ] , (39a)

  �Wn = [ C4nexp( K0z ) + D4nexp(- K0z ) ] -

      E
3

s= 1

d s[ Csnexp( Ksz ) + D snexp(- Ksz ) ] , ( 39b)

其中, Csn 和Dsn ( s = 1, 2, 3, 4) 为与 z 无关的待定量, 根据具体边界条件确定# 

314  u rn、uHn、uzn 和p n 的积分表示

对( 39)式给出的�<n和�Wn分别作( n + 1)阶和( n- 1) 阶逆Hankel变换, 并利用( 28)式的逆

关系,推导出 urn 和uHn 积分表示

  urn = nQ
]

0
[ C4n exp( K0z ) + D4nexp(- K0z ) ]

Jn( kr )

r
dk -

       E
3

s = 1Q
]

0
d s[ Csnexp( Ksz ) + D snexp(- Ksz ) ] J

c
n( kr ) kdk , (40a)

  uHn = - Q
]

0
[ C4nexp( K0z ) + D4n exp(- K0z ) ] J

c
n( kr ) kdk +

       n E
3

s = 1Q
]

0
d s[ Csnexp( Ksz ) + D snexp(- Ksz ) ]

Jcn ( kr )

r
dk# ( 40b)

Jcn( x ) 表示对 Bessel函数关于 x 求导数# 对(26) 式作 n 阶逆 Hankel变换,有

  uzn = E
3

s = 1Q
]

0
Cs[ Csnexp( Ksz ) - D snexp(- Ksz ) ] Jn ( kr ) kdk , (41a)

  p n = E
3

s = 1Q
]

0
[ Csn exp( Ksz ) + Dsn exp(- Ksz ) ] Jn( kr ) kdk# ( 41b)

把( 40)式和( 41)式代入( 12)式就得到 Biot波动方程在非轴对称情况下的一般解# 

3  横观各向同性饱和弹性多孔介质中的应力分布

应力应变关系( 8)式在柱坐标系下的表示是

  Rz = B 3-
B6B7

B 8
eh + B4-

B
2
7

B8

5 uz
5z +

B 7

B 8
p , (42a)

  Rr = 2B1
5ur
5r + B2 -

B
2
6

B 8
eh + B3 -

B 6B7

B8

5 uz
5z +

B6

B8
p , ( 42b)

  RH = 2B1
ur
r
+

5 uH
r5H + B2 -

B
2
6

B8
eh + B3 -

B6B7

B8

5 uz
5z +

B6

B8
p , (42c)

  SHz = B5
5 uz
r5H+

5uH
5z

,  Srz = B5
5ur
5z +

5 uz
5 r

, (42d, e)

  SrH= B1
5 uH
5r -

uH

r
+

5 ur
r5H

# (42f )

62 横观各向同性饱和弹性多孔介质非轴对称动力响应



把( 12)式代入上式,应力分量关于 H的 Fourier展开为

  

Rz( r , H, z )

Rr( r , H, z )

RH( r , H, z )

Srz ( r , H, z )

= E
]

n= 0

Rzn ( r, z )

Rrn ( r, z )

RHn( r , z )

Srzn( r , z )

cos nH, (43a)

  
SHz ( r , H, z )

SrH( r , H, z )
= E

]

n= 1

SHzn( r , z )

SrHn( r , z )
sinnH, ( 43b)

式中   Rzn = B3-
B6B 7

B8
ehn + B4-

B
2
7

B8

5 uzn
5z +

B7

B8
pn , (44a)

  Rrn = 2B 1
5 urn
5r + B2-

B
2
6

B8
ehn + B3 -

B6B7

B8

5 uzn
5z +

B 6

B 8
pn , ( 44b)

  RHn = 2B1
u rn

r
+

nuHn

r
+ B2-

B
2
6

B8
ehn + B3 -

B6B7

B8

5 uzn
5z +

B 6

B 8
pn , (44c)

  Srzn = B5
5u rn

5z +
5uHn
5r , ( 44d)

  SHzn = B 5 -
nuzn
r

+
5uHn
5z

, (44e)

  SrHn = B 1
5 uHn
5 r -

uHn
r

-
nurn
r

# (44f )

  令

  Ssn = Srzn + SHzn , (45a)

  Sdn = Srzn - SHzn# ( 45b)

再对 Szn、Ssn 和 Sdn 分别作和n 阶、( n + 1) 阶和( n - 1) 阶Hankel变换,有

  �Rzn = B3-
B6B 7

B8
�ehn + B4-

B
2
7

B8

5�u zn

5z +
B7

B8
�p n , (46a)

  �Ssn = B5
5�<n
5z - k�u zn , ( 46b)

  �Sdn = B5
5�Wn
5 z + k�uzn # (46c)

�Rzn、�Ssn 和�Sdn 分别表示 Rzn、Ssn 和Sdn 的n阶、( n + 1) 阶和( n - 1) 阶Hankel变换# 把(26) 式

和(39) 式代入上式, 得

  �Rzn = E
3

s= 1

B3-
B6B 7

B8
As + B4 -

B
2
7

B8
Cs Ks +

B7

B8
#

       [ Csnexp( Ksz ) + Dsnexp(- Ksz ) ] , (47a)

  �Ssn = B5K0[ C4nexp( K0z ) - D4n exp(- K0z ) ] +

       B 5 E
3

s= 1

( d sKs - kCs) [ Csn exp( Ksz ) - D sn exp(- Ksz ) ] , ( 47b)

  �Sdn = B5K0[ C4nexp( K0z ) + D4n exp(- K0z ) ] -

       B 5 E
3

s= 1

( d sKs - kCs) [ Csn exp( Ksz ) - D sn exp(- Ksz ) ] # (47c)

对上式作相应阶次的逆Hankel变换,再代入( 45)式的逆形式, Rzn、Srzn 和 SHzn 分别是

  Rzn = E
3

s= 1
Q

]

0
B3-

B6B7

B 8
As+ B4-

B
2
7

B8
CsKs +

B7

B8 s
#

63张   引   科    黄    义



      [ Csn exp( Ksz ) + Dsn exp(- Ksz ) ] Jn( kr ) kdk, (48a)

  Srzn = nB5Q
]

0
K0[ C4nexp( K0z ) - D4n exp(- K0z ) ]

Jn( kr )

r
dk -

       B 5 E
3

s= 1Q
]

0
( dsKs - kCs ) [ Csnexp( Ksz ) - Dsnexp(- Ksz ) ] Jcn( kr) kdk , ( 48b)

  SHzn = - B 5Q
]

0
K0[ C4nexp( K0z ) - D4nexp(- K0z ) ] J

c
n ( kr ) kdk +

       nB5 E
3

s= 1
Q

]

0
( d sKs - kCs ) [ Csnexp( Ksz ) - D snexp(- Ksz ) ]

Jn( kr )

r
dk# (48c)

定义

  Rcn = Rrn + RHn , (49a)

  Spn =
Rrn - RHn
2B 1

+
SrHn
B1

, ( 49b)

  Smn =
Rrn- RHn
2B1

-
SrHn
B1

# (49c)

把( 44)式代入上式,有

  Rcn = 2 B1+ B2-
B
2
6

B8
ehn + 2 B3-

B6B 7

B8

5u zn

5z + 2
B 6

B 8
p n, (50a)

  Spn =
5
5r -

( n + 1)
r

<n, ( 50b)

  Smn =
5
5 r +

( n - 1)
r

Wn# (50c)

对 Rcn、Spn 和 Smn 作n 阶、( n + 2) 阶和( n - 2) 阶 Hankel变换,有

  �Rcn = 2 B1+ B2-
B
2
6

B8
�ehm + 2 B3 -

B6B7

B8

5�u zn

5z + 2
B6

B8
�p n, (51a)

  �Spn = - k�<n , ( 51b)

  �Smn = k�Wn, (51c)

式中, �Rcn、�Spn 和�Smn、分别表示 Rcn、Spn 和Smn 的n阶、( n + 2) 阶和( n - 2) 阶Hankel变换# 把

( 26)式和( 39)式代入上式, 推导出

  �Rcn = 2 E
3

s= 1

B1 + B2-
B
2
6

B8
As + B3-

B6B7

B 8
Cs Ks +

B6

B8
#

       [ Csnexp( Ksz ) + Dsnexp(- Ksz ) ] (52a)

  �Spn = - k [ C4nexp( K0z ) + D4nexp(- K0z ) ] -

       k E
3

s= 1

ds [ Csnexp( Ksz ) + Dsnexp(- Ksz ) ] , ( 52b)

  �Smn = k [ C4nexp( K0z ) + D4nexp(- K0z ) ] -

       k E
3

s= 1

ds [ Csnexp( Ksz ) + Dsnexp(- Ksz ) ] # (52c)

对上式各量作相应阶次的逆Hankel变换即得 Rcn、Spn 和Smn ,再代入(49) 式的逆关系就求出了

Rrn、RHn和 SrHn# 

把应力分量的 Fourier展开系数代入( 43)式就得出了总应力分量的表达式# 
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4  横观各向同性饱和弹性多孔介质非轴对称动力响应边值
问题的处理方法

  前面给出了横观各向同性饱和弹性多孔介质在简谐激励下稳态动力响应非轴对称波动方

程的一般解,解中包含有 Csn 和D sn( s = 1, 2, 3, 4) ,它们要根椐具体问题的边界条件来确定# 

根据介质边界( z = 常数的平面) 上的透水条件、应力边界条件和位移边界条件就可以建立以

n 为标记的关于Csn 和Dsn( s = 1, 2, 3, 4) 的方程组, 从方程组中能解出 Csn 和Dsn ( s = 1, 2, 3,

4)# n 的取值情况(即 Csn 和Dsn ( s = 1, 2, 3, 4) 不全为零的 n 值要根据问题边界条件关于H的

Fourier展开中 cosnH或 sinnH项系数不为零的情况确定# 

边值问题的处理可以这样进行:

1) 把边界条件关于 H作Fourier展开,得到 pn、uzn、urn和uHn 或p n、Rzn、Srzn 和SHzn 在边界上

关于 r 的分布;

2) 对 urn 和uHn 或Srzn和SHzn 作与(28) 式或(45) 式相同的组合, 推导出 <n 和Wn 或Ssn 和Sdn

在边界上的分布;

3) 对 p n、uzn、<n 和Wn 或pn、Rzn、Ssn 和Sdn作相应阶的Hankel变换,获得 �p n、�uzn、�<n和�Wn或

�p n、�Rzn、�Ssn 和�Sdn 在边界上的值;

4) 再代入( 26b)、( 26c)和( 39)式或( 26c)和( 47)式以及边界透水条件, 列出关于 Csn 和

D sn( s = 1, 2, 3, 4) 的方程组;

5) 解方程组,求出 Csn 和Dsn( s = 1, 2, 3, 4) ;

6) 把 Csn 和Dsn( s = 1, 2, 3, 4) 代入(40) 式、(41) 式和(48) 式,可以得出固体骨架位移、孔

隙压力和总应力的 Fourier展开系数;

7) 应用( 12)式和( 43)式,最终就获得横观各向同性饱和弹性多孔介质骨架位移、流体压

力、和总应力的分布# 

5  竖向非轴对称简谐荷载作用下半空间横观各向同性饱和
    弹性多孔介质的动力响应

511  半空间介质的表面位移

以处于 z \ 0半空间的横观各向同性饱和弹性多孔介质为研究对象# 当 z y ] 时,固体

骨架位移、孔隙流体压力和介质应力都应趋于零, 因此待定量 Csn = 0( s = 1, 2, 3, 4)# 公式

(40) 和(41) 简化为

  urn = nQ
]

0
[ D4nexp(- K0z ) ]

Jn ( kr )

r
dk -

       E
3

s = 1Q
]

0
d s[ Dsn exp(- Ksz ) ] J

c
n ( kr ) kdk , (53a)

  uHn = - Q
]

0
[ D4n exp(- K0z ) ] J

c
n( kr ) kdk +

       n E
3

s = 1Q
]

0
d s[ Dsn exp(- Ksz ) ]

Jn( kr )

r
dk , ( 53b)

  uzn = - E
3

s= 1
Q

]

0
Cs[ D sn exp(- Ksz ) ] Jn( kr ) kdk , (53c)
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  p n = E
3

s = 1
Q

]

0
[ Dsnexp(- Ksz ) ] Jn( kr ) kdk# ( 53d)

设在半空间饱和多孔介质边界上作用有竖直方向简谐荷载, 它在边界上产生的简谐应力

的幅值是

  Rz ( r , H, 0) = - R( r ) cosH, (54a)

  Srz( r , H, 0) = 0, ( 54b)

  SHz ( r, H, 0) = 0# (54c)

显然,在应力分量的 Fourier展开式( 43)中除 Rz 1( r , 0) 项外其余项都为零# 所以只需对 n = 1

讨论# 并且

  Rz1( r , 0) = - R( r ) , (55a)

从( 45)式得到

  Ss1( r , 0) = 0,  Sd1( r , 0) = 0# ( 55b)

Rz1、Ss1 和 Sd1相应阶次的Hankel变换分别是

  �Rz1( k , 0) = - �R( k ) = - Q
]

0
R( r ) J1( kr ) rdr , (56a)

  �Ss1( k , 0) = 0, ( 56b)

  �Sd1( k , 0) = 0# (56c)

( 56)式代入( 47)式,就有关于 Ds7( s = 1, 2, 3, 4) 的方程

  N1D11+ N2D21+ N3D31 = - �R( k ) , (57a)

  K0D41+ F1D11+ F2D31+ F3D21 = 0, ( 57b)

  - K0D41+ F1D11 + F2D31+ F3D21 = 0, (57c)

其中

  Ns = B3 -
B6B7

B8
As + B 4-

B
2
7

B 8
CsKs+

B7

B8
, (58a)

  Fs = ds Ks - kCs   ( s = 1, 2, 3)# ( 58b)

假设介质边界完全透水, 即

  p ( r , H, 0) = 0# (59)

代入( 12a) 4式和( 26c)式有

  D11 + D21+ D31 = 0# (60)

从( 57)式和( 60)式解出 Ds1是

  D11 = - �R( k )
F2- F3
$

, (61a)

  D21 = - �R( k )
F3- F1
$

, ( 61b)

  D31 = - �R( k )
F1- F2
$

, (61c)

  D41 = 0# ( 61d)

式中

  $ =

N1 N2 N3

F1 F2 F3

1 1 1

# (62)
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把( 61)式代入( 53)式就得到了介质骨架位移分量和孔隙流体压力# 再在所得到的公式中

令 z = 0就获得介质边界上骨架位移分布与 r 有关的部分# 其中边界竖向位移 uz ( r , H, 0) 与

r 有关的部分是

  uz ( r , 0) = Q
]

0
[ C1(F2 - F3) + C2( F3- F1) +

C3( F1- F2) ]
�R( k )
$

J1( kr ) kdk# (63)

给上式乘 cosH就得到了半空间表面简谐位移的幅值分布# 

作为特例, 取

  R( r ) =

r
R

  ( r < R ) ,

0   ( r > R)# 
(64)

这种应力分布 [- R( r ) cosH] 可以表示直立在半空间饱和多孔介质表面半径为 R 的刚性圆柱

体当其上端在竖直平面内作微小简谐振动时下端在地表面产生的应力分布的幅值# 由 ( 56a)

式得[ 13]

  �R( k ) =
R
k
J2( kR ) , (65)

代入( 63)式,有

  uz ( r , H, 0) = cosHQ
]

0
M( kc) J2( kc) J 1

r
R
k

c dkc, (66)

式中 M ( kc) =
C1( F2- F3) + C2(F3- F1) + C3( F1- F2)

$ k=
kc
R

,

这就是介质表面竖向简谐位移的幅值分布# 

512  介质表面位移幅值的数值计算结果

为了进行数值计算, 利用以下公式作常数转换:

1) 弹性常数 B1~ B 8用介质弹性常数 c ij、骨架固体体积模量Ks和孔隙流体体积模量K l表

示为[ 14]

  
B1 = c66,  B2 = c12 +

B
2
6

B8
,

B3 = c33+
B6B 7

B8
,  B4 = c33 +

B
2
7

B8
,

(67a)

  
B5 = c44,  B6 = - 1-

c11+ c12 + c13
3Ks

B8,

B7 = - 1 - 2
c13+ c33

3Ks
B 8,

( 67b)

  B8 =
1- <
Ks

+
<
K l

-
2c11 + 2c12+ 4c13+ c33

9K
2
s

- 1

# (67c)

2) 饱和多孔介质密度 Q为

  Q= (1 - <) Qs+ <Ql , (68)

其中 Qs 是骨架固体材料密度# 

3)  rj =
G
K j

  ( j = 1, 3) , (69)
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K j ( j = 1, 3) 是转换系数# 

4) 引入描述横观各向同性介质参数之间关系的量 k、l、m 和n

  
K 3 = kK 1,  c33 = lc11,

c13 = mc12,  c44 = nc66# 
(70)

当 k = l = m = n = 1时,介质是各向同性的# 

 表 1 饱和多孔介质参数

c 11 c 12 c 66 K s Kl Qs Ql < f

107 2@ 106 4@ 106 3@ 107 2@ 106 3 000 1 000 012 50

G K 1 k l m n m1 m3 R

10- 3 10- 7 011 018 112 018 8 8 4

若无特别标明, 计算时参数值取表 1中所给数据,采用国际单位制# 图 1_图 5给出了半空

间表面竖向位移幅值与离荷载中心距离有关部分 uz ( r , 0) 受介质参数影响的情况# 图1给出

了表面竖向位移幅值及相角与场点离荷载中心距离的关系# 可见位移幅值随距离的增大以

减幅振荡形式变化, 相邻两峰值区域的相位相反, 说明表面竖向位移以衰减波动向外传播# 

图 1 表面位移的幅值和相角与距离的关系

图 2  介质孔隙率对表面竖向位移幅值的影响   图 3  流体粘性对表面竖向位移幅值的影响
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图 4 荷载频率对表面竖向位移幅值的影响  图 5 介质各向特性对表面竖向位移幅值的影响

图2表明介质孔隙率对表面竖向位移幅值几乎无影响# 这是因为介质孔隙率对介质整体刚性

的影响不大# 图 3显示出孔隙流体动力粘滞系数越大, 竖向位移幅值衰减越快# 粘滞系数的

增加意味着内摩擦耗散的功率增大,振动幅值衰减自然加快;另外该图反映出随着粘滞系数的

增大,荷载附近处的表面位移幅值变大,这是由于内摩擦的增加使能量不易向外传播# 图 4表

示位移幅值与荷载频率之间的关系,频率越高,位移幅值越小# 这一方面是由于频率的提高增

加了内摩擦耗散的功率# 另一方面,所讨论的介质的临界频率约为 015Hz, 当频率大于此值且
增加时,系统更加远离共振状态,振动幅值愈小# 图 5表示了介质各向性质对表面竖向位移幅

值的影响# 随着介质骨架竖向刚性变大和孔隙流体压缩性减小(这都使介质刚性增加)表面位

移幅值减小# 

6  结   论

本文讨论了横观各向同性饱和弹性多孔介质非轴对称动力响应问题# 不仅求解了一般方

程,而且分析了一个特例# 对与此有关的工程领域有一定的指导意义# 
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The Non_Axisymmetrical Dynamic Response of

Transversely Isotropic Saturated

Poroelastic Media

ZHANG Yin_ke,  HUANG Yi

( Scien ce College , Xi . an Univer sity of Architectur e &Technolo gy , Xi. an 710055, P R China )

Abstract: The Biot. s wave equations of transversely isotropic saturated poroelastic media excited by

non_axisymmetrical harmonic source were solved by means of Fourier expansion and Hankel trans-

form. Then the components of total stress in porous media are expressed with the solutions of Biot. s

wave equations. The method of research on non_axisymmetrical dynamic response of saturated porous

media is discussed, and a numerical result is presented.

Key words: Biot. s wave equations; transversely isotropic saturated poroelastic media; non_axisym-

metrical dynamic response
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