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粘性流体两相多孔介质非线性
动力问题的罚有限元法
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摘要 :  采用基于混合物理论的多孔介质模型, 给出粘性流体饱和两相多孔介质非线性动力问题

的控制场方程以及相应边值和初值问题的提法, 用 Galerkin 加权残值法导出罚有限元公式, 并给

出该非线性方程组的迭代求解方法# 考虑了体积分数和渗透率与变形相关的情况# 用编制的有

限元程序计算分析了一维多孔柱体在脉冲载荷作用下的瞬态响应, 数值结果表明文中方法正确有

效# 
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引   言

基于混合物理论的多孔介质模型, 由于其建立在连续介质力学理论框架之上,日益受到人

们的重视[ 1] ,已被成功地用于描述土体和生物软组织等的力学行为[ 2, 3]# de Boer 等人利用该

类模型,用解析方法研究了两相多孔介质中波的传播问题
[ 4, 5, 6]

, 本文作者研究了该多孔介质

线性模型拟静态问题和波动问题的几种有限元求解方法[ 7, 8, 9]# 但现有的工作几乎均未考虑

流体相的粘性, 视多孔介质中的流体为理想流体# 

然而,土体中的某些污染物和生物软组织中的液体,如关节中的滑液等均为粘性流体,对

这类问题应采用粘性流体两相多孔介质模型进行描述, 因而研究粘性流体两相多孔介质的力

学响应问题具有重要意义,本文讨论这一问题的有限元分析方法# 

1  控 制场 方 程

基于混合物理论,粘性流体饱和两相多孔介质被视为由一粘性流体相和一可变形固体相

组成的不相混溶的混合物# 流体相和固体相为具有独立运动规律的连续介质,各相介质的几

何和物理量均在整个空间上定义# 混合物作为一个整体满足单一均匀介质的平衡方程# 

在此假设两相介质之间无化学反应、质量交换、热交换和动量交换,多孔介质的变形在小

变形范围内,固体相和流体相微观上不可压缩,即真实密度 QAR= const ( A= S, F) , 固体相为各
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向同性线弹性介质, 流体相为 Stokes流体# 根据混合物理论,可得到如下控制场方程[ 7] :

质量平衡方程

  #̈( <S Ûu S
+ <FÛuF

) = 0# (1)

动量平衡方程

  #̈TS
+ K ( ÛuF
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S &uS
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式中上标S代表固体相, F代表流体相# p 为孔隙压力, QA = <AQAR为组分的宏观质量密度, LS

和 KS为固体相的弹性常数, LF为流体相的粘性系数, E
S为固体相的应变张量, D

F为流体相的

变形率张量, T为应力张量# <
S
和 <

F
为体积分数,具体地, <

F
= V

F
/ V为孔隙率, <

S
= V

S
/ V为

固体相含量,由于各相在微观上不可压缩,可得如下关系

  <S
0 = J

S<S
, <F0 = J

F<F# (7)

下标(  ) 0 表示在参考构形中的量, J S和 J
F为两相介质的体积变化# 在小变形情况下通常可

以忽略体积的变化, 此时 <S
= <S

0, <
F
= <F0 , Q

A
= <A0Q

AR
= const# 又由饱和条件有

  <
S
+ <

F
= 1# (8)

K 为扩散阻力系数,其与渗透率 J有关,对于各向同性渗透情况,

  K = ( <F ) 2CFR/ J# (9)

CFR 为流体相的比重,通常渗透率与多孔介质的变形有关,如文[ 10] 给出关节软骨在小变形情

况下的渗透率函数为

  J= J0e
Me

S

, (10)

式中 J0 和 M 为材料参数, e
S 为固体相的体积应变# 

当流体相为粘性流体时, 在多孔介质与固体壁的接触表面上,固体壁边界对流体相产生粘

性力的作用,这不同于理想流体的情况# 

场方程( 1) ~ ( 4)以及边界条件( 5)和初始条件( 6)即构成了粘性流体饱和两相多孔介质动

力问题的边值和初值问题# 

2  罚有限元方程

采用 Galerkin加权残值法推导有限元平衡方程# 为此, 在连续方程( 1)中引入一罚参数 B,
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使其成为

  #̈( <S Ûu S
+ <FÛuF

) + p / B= 0, (11)

B为一大数# 当 B y ] 时,方程(11) 与(1) 等价# 由方程(11) 可得

  p = - B #̈( <SÛuS
+ <

FÛu F
)# (12)

将其代入方程( 4) ,可在场方程中消去压力项 p# 设边界条件(5a) 和(5b) 为强制满足的边界

条件, (5c) 和( 5d) 为自然边界条件# w
S、�wS、wF、�wF分别为固体相和流体相动量平衡方程

(2)、(3) 以及自然边界条件(5c) 和( 5d) 的权函数,则相应的加权残值表达式为
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利用 Gauss定理,方程( 13)可化为
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由于固体相的位移为强制满足的边界条件,故可令权函数 w
S 在边界 #uS 上为零, 又由权函数

的任意性,取 w
S
= �wS

, w
F
= �wF

, 由上式可化为:
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注意, 上式右端最后一项是固体壁边界作用在多孔介质流体相上的力, n 为固体壁边界

的法向矢量# 方程(15) 是(13) 式的弱形式,即为有限元的基本方程,该方程可用矩阵形式重

写# 对区域 v进行离散化,则每一个单元均应满足方程(15)# 现对单元的固体相及流体相的

位移和速度插值 :

  u
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= NÛu F
n# (16)

这里固体和流体相取相同的插值函数, 只要其 C0连续, 便足以使方程( 15) 中的所有积分有

限# 式中下标为 n的量代表单元n 的节点上的相应物理量# 采用Galerkin法, 取

  w
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S
n , w
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这里 w
S
n 和 w

F
n 为单元 n的任意系数# 略去推导过程, 可得
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由于权函数的任意性,得单元平衡方程组
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式中
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这里

  D1 =

1 1 1 0 0 0

1 1 1 0 0 0

1 1 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

, D2 =

2 0 0 0 0 0
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# 

若流体相为不可压缩 Newton流体,则

  Jn = Qv
n

L
F
B

T
D2Bdv# (21)

方程( 19)对区域 v 中所有单元求和,得系统方程

  M&u + CÛu + Ku = f + r , (22)

式中 M、C、K、f 和r为相应单元矩阵和向量的组集# 方程(22) 即为粘性流体饱和两相多孔介

质动力问题的罚有限元公式# 

系统方程右端的 r 项与变形有关,若考虑两相介质的体积分数和渗透率随变形和时间的

变化,则系统方程(22) 中的系数矩阵M 和C与变形有关# 该方程为非线性方程# 对于小变

形问题,可以忽略体积分数和质量的变化# 若采用隐式积分,则系统的增量动力方程为

  M
t+ $t&u( i )

+
t
C

t+ $tÛu( i )
+ K$u

( i )
=

t+ $t
f +

t+ $t
r
( i- 1)

-
t+ $t

F
( i- 1)

, (23)

式中, t+ $t &u ( i ) 和t+ $tÛu( i ) 分别表示 t + $t 时刻第 i次迭代的节点加速度和速度向量, $u( i ) 表

示第 i次迭代的节点位移增量向量,
t
C为 t时刻的/阻尼0矩阵,

t+ $t
f 为 t+ $t时刻作用于节点

上的已知外力,
t+ $t

r
( i- 1) 是 t + $t时刻第 i - 1次迭代固体壁边界作用于流体相的等效节点

力,
t+ $ t

F
( i- 1) 为 t + $t 时刻第 i - 1次迭代等效于单元应力的节点力向量# 

3  系统方程的求解

系统方程( 23)的求解,时间积分可采用 Newmark 隐式积分方法# Newmark_ B隐式积分算

法基于如下关系,即

  t+ $t
u =

t
u+ $u, (24)
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将式( 25)和( 26)代入( 23)中,得到
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式中
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D
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D
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求解方程( 27) ,得到第 i步迭代的 $u
( i )

,进行收敛性检查,如已收敛,即可由(24)、(25) 和

(26) 计算得到t+ $ t&u, t+ $tÛu 和t+ $t
u# 如未收敛,继续迭代直到收敛,再进行下一步加载# 

4  数值算例及分析

下面用编制的有限元程序,计算一维多孔柱体在脉冲载荷作用下的动力响应# 计算模型

及载荷时间历程参见图 1# 多孔柱体高 80 m,划分为 160个单元,单元为四边形四节点等参单

元# 为简化起见,计算中假设两相介质的体积分数和渗透率与变形和时间无关# 多孔介质的

物理参数为 E
S
= 310 @ 107N/m2

, MS = 0120, <S = 0167, <F = 0133, QS = 210 @ 103 kg/ m3
, QF =

110 @ 103 kg/ m3
, CFR

= 110 @ 104 N/ m3
, J= 0101 m/ s, LF = 510 @ 105 Pa#s# 

( a) 有限元模型    ( b) 脉冲载荷

图 1  一维多孔柱体动力问题有限元模型

计算中选取 D= 016, B= 01302 5, 时间步长 $t

= 01002 s# 对于该问题, 罚参数取 1014 ~ 1017, 不影

响计算结果# 

图2到图5分别示出流体相为理想流体和 Stokes

流体时, 多孔柱体表面附近和离表面 10 m 深处各响

应的对比# 从图中可见, 流体相为粘性流体时, 柱体

表面附近固体相和流体相的位移、速度响应和固体相

的轴向有效应力响应均滞后于流体相为理想流体的

情况, 而压力没有明显的滞后# 值得注意的是, 流体

相为粘性流体时, 表面附近的压力增大很快, 这是由

于流体的粘性阻止流体流出表面, 从而在表面附近

产生较大的压力# 从 10 m 深处响应的对比可见, 由

于粘性的耗散作用, 两相的位移、速度和固体相的应力幅值均较流体相为理想流体的情况

小,其中两相的速度和固体相的有效应力最明显# 另一个值得注意的现象是,在较深的地方,

流体的粘性并没有使固体和流体相的响应滞后于流体相为理想流体的情况, 反而超前# 实际

上,这是由于流体相的粘性,增大了流体和固体间的相互作用,从而宏观上增大了多孔体的/刚

性0, 使多孔体在瞬态载荷作用下, 增大了波的传播速度所致# 

图6和图 7分别为流体相为粘性流体时, 不同深度流体相的速度和固体相的有效应力的

变化规律# 从图中可以看出,两者随时间的变化曲线较光滑# 图 8给出了流体相的粘性系数
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对流体相的速度的影响# 

     ( a) z = 010 m                 ( b) z = 10 m

图 2  流体相粘性对位移的影响

     ( a) z = 010 m                 ( b) z = 10 m

图 3  流体相粘性对流体速度的影响

    ( a) z = 015 m               ( b) z = 10 m  

图 4 流体相粘性对固体相轴向有效应力响应的影响
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      ( a) z = 015 m                ( b) z = 10 m

图 5  流体相粘性对压力响应的影响

    图 6 不同深度流体相速             图 7  不同深度固体相有效

度随时间的变化 应力随时间的变化

图 8 流体相粘性系数对速度响应的影响 ( z = 2 m , t = 0115 s)

5  结   论

本文给出了粘性流体饱和两相多孔介质的控制场方程,导出了相应动力问题的罚有限元

方程,并给出了所得非线性有限元平衡方程的解法# 用编制的有限元程序分析了一维多孔柱
体在脉冲载荷作用下的响应, 计算结果合理, 证明方法正确# 
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Penalty Finite Element Method for Nonlinear Dynamic

Response of Viscous Fluid_Saturated

Biphasic Porous Media

YAN Bo, ZHANG Ru_qing

( Depa rtm ent of Engineer ing Mechan ics , Chon gqin g Univer sity ,

Chon gqing 400044, P R China )

Abstract: The governing equations as well as boundary and initial conditions for nonlinear dynamic

response problems of viscous fluid_saturated biphasic porous medium model, based on mixture theo-

ry , are presented. With Galerkin weighted residual method the corresponding nonlinear dynamic

penalty finite element equation, in which the dependencies of volume fraction and permeation coeff-i

cients on deformation are included, is obtained. The iteration solution method of the nonlinear system

equation is also discussed. As a numerical example, the dynamic response of a porous medium co-l

umn under impulsive loading action is analyzed with the developed finite element program. The nu-

merical results demonstrate the efficiency and correctness of the method.

Key words: porous media; viscous fluid; dynamic response; finite element method
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