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带未知函数多项式附加项的 Navier_Stokes

方程的 Ck 不稳定性
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( 上海大学 理学院 数学系, 上海 210800)

(钱伟长推荐)

摘要 : 应用分层理论确定了一类变形 Navier_Stokes 方程的解空间构造, 由其横截层是空集, 证明

了这一类方程不存在 Ck ( k 2) 稳定解
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引 言

描写粘性、不可压缩体运动的Navier_Stokes 方程[ 1] , 被应用到众多不同的领域时, 出现了

各种不同的 变形 , 带未知函数的多项式附加项的就是一类, 磁流体力学中的磁通量方程[ 2] 就

是一个典型:

u
t

+ ( u ) u =
2
u +

1
p - 2 u +

1
( b) b F( x) ,

divu = 0,

b/ t =
2
b + ( u b) -

- 1
q + G( x) ,

divb = 0,

( A)

其中 ( x, t ) R
3

R , 未知函数组是( u1, u2, u3, p , b1, b2, b 3, q ) 这一方程其实可看成互有

关联的两组Navier_Stokes 方程, 与 Navier_Stokes 方程的原形相比, 其不同点仅在于多出了未知

函数组的多项式附加项 关于( A) , 文[ 3] 中已讨论了其解空间构造, 并证明了它的 C
k
( k

2) 不稳定性 本文将对 R
3

R 中的Navier_Stokes方程原形添加未知函数的多项式附加项后

的 C
k
( k 2) 稳定性问题进行讨论, 它的一般形式为:

D :
u/ t + ( u ) u = -

- 1
p + u+ F( x, t ) + P( u, p ) ,

divu = 0,
(A)

其中 ( x , t ) = ( x 1, x 2, x 3, t ) R
3

R, F( x, t ) = ( F 1, F2, F3) , 常数 > 0、 > 0, 未知函数

组是( u, p ) = ( u1, u2, u3, p ) R
3

R+ , P( u , p ) = ( P
m

11 , P
m

22 , P
m

33 ) 是关于( u, p ) 的 m1、m2、

m3 次常系数多项式
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设 V、Z 是C 微分流形, D J
k

0( V , Z) 是一个 k 0 阶偏微分方程组, 本文使用以下符号:

P l ( 1, 2) 1 到 2 的 C
p 嵌入空间, 并具有 C

p 拓扑;

Ik( V , Z) J
k
( V, Z) 的 Cartan_Ehresmann 理想;

e Ehresmann 对应;

g C 流形 X 1 到 X 2 的 C 浸入 g : X 1 X 2 的诱导 g : X 1 Gn( X 2) ( dimX 1 = n ,

dimX 2 = N, N n) 定义为: 对每个点 x 0 X 1, g ( x 0) = ImDg ;

D* =
l
D l , ( l = - 1, 0, 1, 2, ) D 的本方程;

Dl D 的l 阶本方程;

E l, k ( V, Z ) , Wl , k( V, Z ) Shih_典则系统, E l, k( V, Z) G
*
l ( TJ

k
( V, Z)) J

k
( V, Z) J

k+ 1
( V ,

Z ) , Wl , k( V , Z ) G
*
l ( TJ

k
( V , Z) ) ;

S
t
l, k ( D) S

t
l, k( D) Wk , l ( V , Z) , D 的( l , k ) 阶横载层;

Tl , k( D) D 的( l , k) 阶陷阱;
k
k : J

k
( V , Z) J

k
( V , Z) , ( k k ) 典则投影

这些符号的定义参看[ 4]

1 定义与引用的定理

设 V、Z 是没有边界的C 流形, dimV = n 2, V 0 V 是V 的一个相对紧致开集, V 0 V,

X 、Y 是V0 边界的闭子集, 并假定

co dim VX = co dimVY = 1, co dimV ( X Y) 2,

i、h、k0、l 是4 个给定的正整数, 且

0 < i h k0 l < + ,

D J
k

0( V , Z) , E J
k

0
- h

( V, Z ) 是两个子集

设 P l ( X , J
k

0
- i

( V , Z) ) ( P l ( X , J
k

0
- i

( V , Z) ) 具有 C
l- k

0
+ i

拓扑) , 并满足以下条件:

1) k
0
- i

- 1 = = IdX;

2) Im D k
0
- i ;

3) *
= 0, Ik

0
- i ;

4) Im( ) ( X Y) E

这样的 就称为 D 关于 E , V0, X , Y 的一组混合条件 将上述 的集合记为 M( X , D, Y, E )

所谓 D 关于 E、V 0、X、Y 的混合问题, 是在 V0 X Y 的邻域寻找 D 的解 u 的芽, 使得

j
k

0
- i
u | X = , Im( j

k
0
- h

u) ( Y) E

定义 设 0 M( X , D, Y, E) 如果它满足以下条件, 则称其所定义的混合问题是适定

的(也说混合条件 0 是适定的) :

( ) 对应于 0, D 存在一个C
l 解u0;

( ) u0 关于 D 的重数[ 5] 是唯一的;

( ) 在 M( X , D, Y, E) 中, 存在 0 的邻域 0 使得对任何 0, 上述条件( )、( ) 成

立

如果上述三个条件不被满足, 则称此混合问题或混合条件 0 是不适定的 如果对任何

M( X , D, Y, E) 都是不适定的, 则称方程组 D 是一个C
l
( l k0) 意义下的不稳定方程 以
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下定理将给出至少存在一个混合条件是适定的必要条件 为此, 假设 D 是确定的, 即

co dimEEn- 1, k
0
- 1( D) = dimZ ,

这里 E =
- 1
n- 1, k

0
- 1( Wn- 1, k

0
- 1( V, Z ) G

*
n- 1( D k

0
- 1) ) , 同时假定

n- 1, k
0
- 1+ q : En- 1, k

0
- 1+ q( V , Z) Wn- 1, k

0
- 1+ q ( V, Z ) ( 0 q l - k 0 + 1)

已被分层[ 6] 记

Wn- 1, p ( D) = Wn- 1, p ( V, Z ) - ( S
t
n- 1, p ( D ) Tn- 1, p ( D ) ) ,

W
#

( D, i , l ) =
k

0
- 1 p l

Im p
k

0
- i ( Wn- 1, p ( D) ) ,

其中 p
q , p 是典则对应:

p
q : Wn- 1, p( V , Z) Wn- 1, q ( V, Z ) ( 0 q p ) ,

p : Wn- 1, p( V , Z) G
*
n- 1( TJ

p
( V , Z) ) Gn- 1( TV)

设X X , co dimXX = 1, 并记 X = Im( IdX ) ( X ) 我们将引用以下定理
[ 7]

:

引用定理 假设下条件成立:

( ) Xk
0
- 1 S

t
n- 1, k

0
- 1( D ) ;

( ) Xk
0
- i W

#
( D, i , l ) 是 X k

0
- i G

*
n- 1( D k

0
- i ) 的一个稀疏集

则任何一个 M( X , D, Y, E) 都是不适定的

例

1) R
3

R 和R
2

R 上的Navier_Stokes 是 C
k
( k 2) 不稳定方程

[ 4]

2) 强迫耗散系统的对流方程是 C
k
( k 2) 不稳定方程[ 8]

3) 氦_ 完备方程是 C
k
( k 2) 不稳定方程[ 9]

4) 磁通量方程是 C
k
( k 2) 不稳定方程[ 3]

本文将证明以下定理:

定理 带多项式附加项的 Navier_Stokes 方程(A) 是 C
k
( k 2) 不稳定方程

2 定 理 的 证 明

我们将通过对 n- 1, k- 1: En- 1, k- 1( V , Z) Wn- 1, k- 1( V , Z) 的分层, 得知D的( n- 1, k 0- 1)

= ( 3, 1) 阶横截层是空集, S
t
3, 1( D ) = , 并由其它层的末方程就可证明(A) 是 C

k
( k 2) 不稳

定方程

步骤如下:

第一, 计算 D 的本方程D * ;

第二, 对 3, 1: E3, 1( V, Z ) W3, 1( V, Z) 分层

为计算方便, 记 ( x, t ) = ( x1, x 2, x 3, t ) = ( x 1, x 2, x 3, x 4) R
3

R = V, ( u1, u2, u3, p ) =

( u1, u2, u3, u4) R
3

R+ , 并将( P
m

11 , P
m

22 , P
m

33 ) 简记为( P1, P2, P 3)

2 1 计算本方程 D *

将( A) 看成 J
2
( V, Z ) 的子集合, D J

2
( V, Z ) , 并使用 J

2
( V , Z) 的局部坐标将(A) 改写如

下:

D:
g1: ( p

1
11 + p

1
22 + p

1
33) + 1 = 0, g 2: ( p

2
11 + p

2
22 + p

2
33) + 2 = 0,

g3: ( p
3
11 + p

3
22 + p

3
33) + 3 = 0, g 4: p

1
1 + p

2
2 + p

3
3 = 0,

( 1)
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其中

j ( x, u, u) = - p
j
4 + u1p

j
1 + u2p

j
2 + u3p

j
3 + p

4
j / +

( F j ( x) + Pj ( u) ) ( j = 1, 2, 3) ( 2)

在以下的计算中, 假设 F i C , 并将( Fj + P j ) 记为 F j ( x, u) , 并将( 1) 中各式左侧依次记为

g1、g2、g3、g4, 则可将( 1) 表示为

D = V( g1, g 2, g3, g4) J
2
( V, Z ) ( 3)

( 这里 V(f ) 代表对应 f : J
k
( V , Z) R 的零点集合, V( f 1, f 2) = V(f 1) V(f 2) 等等 )

按照定义计算, 可得 D 的准本方程[ 4]
D* =

l
D l , ( l = - 1, 0, 1, 2, ) 如下:

D- 1 = J
- 1

( V, Z) = V,

D0 = J
0
( V , Z) = V Z ,

D1 = V( g 4) = p
1
1 + p

2
2 + p

3
3 = 0 J

1
( V , Z) ,

D2 = V( g j , e( g4) , g 4) J
2
( V, Z) ,

D3 = V( ei
1
( g j ) , eii

1
( g4) , gj , ei ( g4) , g4) J

3
( V, Z) ,

Dk = V( ei
1

i
k- 2

( gj ) , eii
1

i
k- 2

( g4) , , ei
1
( gj ) , eii

1
( g4) , gj , ei ( g4) , g4)

J
k
( V , Z) ,

( i , i 1, i 2, , i k- 2 = 1, 2, 3, 4; i i1 ik- 2; j = 1, 2, 3)

( 4)

由( 4) 可看出,

D2 D, D2 D ( 5)

为决定 D 的本方程D* =
l
D l , 首先注意 D3 的表达式:

ei
1
( gj ) : ( p

j
1

2
i
1
+ p

j
2

2
i

1
+ p

j
3

2
i
1
) + e i

1
( j ) = 0,

eii
1
( g4) : p

1
1ii

1
+ p

2
2ii

1
+ p

3
3ii

1
= 0,

gj : ( p
j
1

2 + p
j
2

2 + p
j
3

2) + j = 0,

ei ( g4) : p
j
1i + p

2
2i + p

3
3i = 0,

g4: p
1
1 + p

2
2 + p

3
3 = 0,

( 6)

( i , i 1 = 1, 2, 3, 4, i i 1; j = 1, 2, 3) ,

则可发现( 6) 中各式隐含着如下关系:

e1( 1) + e2( 2) + e3( 3) = 0

即 g :
1

( p
4
11 + p

4
22 + p

4
33) + 4 = 0, ( 7)

式中

4 = ( p
1
1)

2
+ ( p

2
2)

2
+ ( p

3
3)

2
+ 2p

1
2p

2
1 + 2p

1
3p

3
1 + 2p

2
3p

3
2 -

F1

x1
+

F 2

x 2
+

F 3

x 3
( 8)

将( 7) 式左侧记为 g

以上结果表示 D3 实际上应由以下关系所确定:

D3 = V( e i
1
( gj ) , eii

1
( g 4) , g j , g , ei ( g4) , g4) ( 9)

记 D3 = D J
3
( V , Z)
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现在从 D 开始, 计算它的准本方程( D ) * 有:

( D )- 1 = J
- 1

( V , Z) = V,

( D ) 0 = J
0
( V, Z) = V Z,

( D ) 1 = V( g4) = p
1
1 + p

2
2 + p

3
3 = 0 ,

( D ) 2 = V( gj , g, ei ( g4) , g4) ,

( D ) 3 = V( ei
1
( gj ) , ei

1
( g ) , eii

1
( g4) , gj , g , e i ( g 4) , g 4) ,

( D ) k = V( ei
1

i
k- 2

( g j ) , ei
1

i
k- 2

( g ) , e ii
1

i
k- 2

( g4) , , g j , g , ei ( g4) , g4) ,

( 10)

( i , i1, , ik- 2 = 1, 2, 3, 4, i i 1 i k- 2; j = 1, 2, 3)

从( 10) 可看出, 显然有

( D ) 2 D2, ( D ) 2 D2,

( D ) l D l , ( D )l Dl ( l 3)
( 11)

有了( D ) * 之后, 可证明对任何 l 0, 有
l
l- 1( ( D) ) = ( D )l- 1 ( 12)

( 这里略去了繁复的计算过程) ( 12) 式表明: D 准本方程与其本方程重合:

( D ) * = ( D ) *

即对任何 l - 1, 有

( D )l = ( D) l ( 13)

根据定义[ 4] , D 的本方程D* =
l
Dl ,

D l = ( D) l = ( D )l ( l = - 1, 0, 1, 2, ) ( 14)

有了 D * , 就可进一步构造 Shih_典则系统, 并进而得到 D 的解空间构造分析

2 2 E3, k- 1( D) , W3, k- 1( D ) 及分层

设 G
*
3 ( TJ

k- 1
( V , Z) ) , ( V = R

3
R , Z = R

3
R+ ) 则由典则投影

p : G
*
3 ( TJ

k- 1
( V, Z ) ) J

k- 1
( V , Z) ,

点 p ( ) J
k- 1

( V, Z ) 可表示为:

p ( ) = ( x , u, p
i
j
K) = ( x 1, , , x 4, , , u1, , , u4, p

i
j
K) I J

k- 1
( V, Z) ,

( i = 1, 2, 3, 4, j
K

= j
K

11 j
K

22 j
K

33 j
K

44 , Kj \ 0, | K | = K1 + K2 + K3 + K4, | K | [ k - 1)

引理  对任何 k \ 2, D 的( 3, k - 1) 阶典则分层是:

  W3, k- 1( V, Z) = W3, k- 1( D) G T 3, k- 1( D) =

S
0
3, k- 1( D ) G S

4
3, k- 1( D) G T 3, k- 1( D )# ( 15)

纤维空间

  Q0
3, k- 1: E

0
3, k- 1( D) y S

0
3, k- 1( D) ,

  Q
4
3, k- 1: E

4
3, k- 1( D) y S

4
3, k- 1( D)# 

其纤维的维数分别是 0 和 4# 并且

( �) ( 3, k - 1) 阶横截层是空集 S
t
3, k- 1( D) = ª;

( �) ( 3, k - 1) 阶陷阱 T 3, k- 1( D) 在 W3, k- 1( V, Z ) 中稠密# 

证明  W3, k- 1( V , Z) 具有一个开覆盖, 它由 G
*
3 ( TJ

k- 1
( V , Z) ) 的4个开集 Ui ( i = 1 ~ 4)
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组成:

  W3, k- 1( V, Z) = U1 G U2 G U3 G U4# 

由于所论方程( 1) ( 即( A) ) 的特殊形式, 引理的证明只需对 U3、U4 讨论即可, 而 U1、U2 的结果

将与 U3 相似, 此略去# 

( Ñ) U4 的情形

设 S I U4 A G
*
3 ( TJ

k- 1
( V , Z) )# 那么它由 J

k- 1
( V , Z) 在点 �p ( S) ,

  �p ( S) = ( x, u, p
i
j K) = ( x 1, , , x 4, u1, , , u4, p

1
1, , , p

4
4k- 1 )

的3 个切向量 G1, G2, G3 生成:

  G1 = ( 1, 0, 0, A1, ûi ( 1) , p̂
i
j

K( 1) ) ,

  G2 = ( 0, 1, 0, A2, ûi ( 2) , p̂
i
j

K( 2) ) ,

  G3 = ( 0, 0, 1, A3, ûi ( 3) , p̂
i
j

K( 3) ) ,

    ( i = 1, 2, 3, 4, | K | [ k - 1)# 

则有以下结论:

( �) S I U4 H S
0
3, k- 1( D) 的充要条件是:

  
A X 0,

ÛA, k- 2 = A1 Û
(4)
1, k- 2 + A2 Û

(4)
2, k- 2 + A3 Û

( 4)
3, k- 2 + MAÛ

(4)
4, k- 2 = 0;

( 16)

( �) S I U4 H S
4
3, k- 1( D) 的充要条件是:

  

A = 0,

( �U
(4)
4, k- 2)

2
+ E

4

i= 1
( Û

(4)
i , k- 2)

2
= 0;

( 17)

( �) 以下任一组条件被满足, 则 S I U4 H T 3, k- 1( D ) :

( a) A X 0, ÛA, k- 2 X 0,

( b) A = 0, ( �U
(4)
4, k- 2)

2
+ E

4

i= 1
( Û

(4)
i , k- 2)

2
X 0,

( 18)

其中

  

A = A
2
1 + A

2
2 + A

2
3,

Û
(4)
i , k- 2 = - 5

(4)
i , k- 2( S) + M[ A1p̂

i
4

k- 1 ( 1) + A2p̂
i
4

k- 1 ( 2) + A3p̂
i
4

k- 1 ( 3) -

   p̂
i
14k- 2( 1) - p̂

i
24k- 2( 2) - p̂

i
34k- 2( 3) ] ,   ( i = 1, 2, 3) ,

�U
(4)
4, k- 2 = - �5

(4)
4, k- 2( S) +

1
Q [ A1p̂

4
4

k- 1( 1) + A2p̂
4
4

k- 1( 2) + A3p̂
4
4

k- 1( 3) -

   p̂
4
14

k- 2( 1) - p̂
4
24

k- 2( 2) - p̂
4
34

k- 2( 3) ] ,

Û
(4)
4, k- 2 = - [ p̂

1
4

k- 1 ( 1) + p̂
2
4

k- 1( 2) + p̂
3
4

k- 1( 3) ] ,

( 19)

而 5 ( 4)
i , k- 2, �5

(4)
4, k- 2 则由 p ( S) 的局部坐标和 5 i , �54( i = 1, 2, 3) 所唯一确定# 

事实上, 当 k = 1时, S I U4 A G
*
3 ( TJ

0
( V , Z) ) , 则在点 p ( S) I J

0
( V , Z) , 生成 S的3个

切向量是:

  G1 = ( 1, 0, 0, A1, ûi ( 1) ) , G2 = ( 0, 1, 0, A2, û i ( 2) ) , G3 = ( 0, 0, 1, A3, û i ( 3) )

( i = 1, 2, 3, 4) ,

而 p ( S) = ( x, u ) = ( x 1, , , x 4, u1, , , u4)# 
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根据 W3, 0( V , Z) 的定义[ 4] , [ 6]
, 必需存在 p

i
j I R , 使得以下(可积性) 条件满足:

  p
i
l = û i ( l ) - Al p

l
4   ( i = 1, 2, 3, 4; l = 1, 2, 3)# ( 20)

再由 W3, 0( D ) 的定义
[ 4]

, 必须有( x, u, p
i
j ) I D1# 于是就得到了以下的关系式:

  A1p
1
4 + A2p

2
4 + A3p

3
4 - [ û1( 1) + û2( 2) + û3( 3) ] = 0# ( 21)

在( 21) 式成立的保证之下, 讨论 k \ 2时的情形# 

对于 k = 2, 设 S I U4 A G
*
s ( TJ

1
( V, Z ) )# 它由 J

1
( V, Z ) 在点 p ( S) 的3个切向量 G i ( i

= 1, 2, 3) 生成:

  p ( S) = ( x, u, p
i
j ) ,

  G1 = ( 1, 0, 0, A1, ûi ( 1) , p
i
j ( 1) ) ,

  G2 = ( 0, 1, 0, A2, ûi ( 2) , p
i
j ( 2) ) ,   ( i , j = 1, 2, 3, 4)

  G3 = ( 0, 0, 1, A3, ûi ( 3) , p
i
j ( 3) ) ,

( 注意 p ( S) 的局部坐标满足( 20) , ( 21) )# 

根据 W3, 1( D ) 的定义[ 4]
, 必须存在 p

i
j k I R , 使得以下条件满足:

( �) p
i
j l = p̂

i
j ( l ) - Alp

i
j4   ( i , j = 1, 2, 3, 4; l = 1, 2, 3) ;

( �) ( x, u, p
i
j , p

i
j k) I D2   ( i , j , k = 1, 2, 3, 4; j [ k)# 

( 22)

据此即可得以下关系式组:

  
MAp 1

4
2 = Û

(4)
1, 0, MAp

2
4

2 = Û
(4)
2, 0, MAp

3
4

2 = Û
( 4)
3, 0,

A
Q

p
4
4

2 = �U
(4)
4, 0 ,

(- A1) p
1
4

2 + (- A2) p
2
4

2 + (- A3) p
3
4

2 = Û
( 4)
4, 0,

( 23)

式中

  A = A
2
1 + A

2
2 + A

2
3,

  Û
(4)
j, 0 = - 5j ( S) + M[ A1p̂

j
4( 1) + A2p̂

j
4( 2) + A3p̂

j
4( 3) -

p̂
j
1( 1) - p̂

j
2( 2) - p̂

j
3( 3) ]   ( j = 1, 2, 3) ,

  �U
(4)
4, 0 = - �5 4( S) +

1
Q

[ A1p̂
4
4( 1) + A2p̂

4
4( 2) + A3p̂

4
4( 3) -

p̂
4
1( 1) - p̂

4
2( 2) - p̂

4
3( 3) ] ,

  Û
(4)
4, 0 = - [ p̂

1
4( 1) + p̂

2
4( 2) + p̂

3
4( 3) ]# 

对于( 23) , 显然有以下结论:

( �) 如果 A X 0, 则( 23) 可解的充要条件是:

  ÛA, 0 = A1 Û
(4)
1, 0 + A2 Û

( 4)
2, 0 + A3 Û

(4)
3, 0 + MAÛ

( 4)
4, 0 = 0; ( 24)

( �) 如果 A = 0则( 23) 可解的充要条件是:

  ( �U
(4)
4, 0)

2
+ E

4

i= 1
( Û

(4)
i , 0)

2
= 0; ( 25)

( �) 若以下条件组之一成立, ( 23) 不可解:

( a) A X 0, ÛA, 0 X 0, ( 26)

( b) A= 0, ( �U
(4)
4, 0)

2
+ E

4

i= 1
( Û

(4)
i , 0)

2
X 0# ( 27)

上述三个结论依次对应于 S I U4 H S
0
3, 1( D ) , S I U4 H S

4
3, 1( D) 和 S I U4 H T 3, 1( D)# 

而( 24) , ( 25) , ( 26) 和( 27) 则是 S
0
3, 1( D) , S

4
3, 1( D) 和 T 3, 1( D) 的末方程# 
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对于 k \ 3, 完全仿照上述方法, 根据 W3, k- 1( D) 的定义, 于是就可获得( 16)、( 17)、( 18)# 

( Ò) U3 的情形

与讨论 U4 时类似, 我们要确定 S I U3 H S
0
3, k- 1( D) 和 S I U3 H T 3, k- 1( D) 的条件, 这时

的 S I U3 A G
*
3 ( TJ

k- 1
( V , Z) ) 由 J

k- 1
( V , Z) 在 p ( S) 的 3 个切向量 Fi ( i = 1, 2, 4) 生成:

  

F1 = ( 1, 0, D1, 0, û i ( 1) , p̂
i
j
K( 1) ) ,

F2 = ( 0, 1, D2, 0, û i ( 2) , p̂
i
j K( 2) ) ,

F4 = ( 0, 0, D4, 1, û i ( 4) , p̂
i
j
K( 4) ) ,

  ( i = 1, 2, 3, 4; | K | [ k - 1) , ( 28)

  p ( S) = ( x, u, p
i
j

K) = ( x 1, , , x 4, u1, , , u4, p
1
1, , , p

4
4

k- 1 ) I J
k- 1

( V, Z )# 

这时有以下结论:

( �) S I U3 H S
0
3, k- 1( D) 的充要条件是:

  ÛD, k- 2 = D1 Û
( 3)
1, k- 2 + D2 Û

( 3)
2, k- 2 - Û

(3)
3, k- 2 + MD̂U

( 3)
4, k- 2 = 0; ( 29)

( �) S I U3 H T 3, k- 1( D ) 的充要条件是:

  ÛD, k- 2 X 0, ( 30)

式中 D = 1 + D
2
1 + D

2
2, 而 Û

( 3)
j , k- 2( j = 1, 2, 3, 4) 由( 28) 和 5 j ( j = 1, 2, 3, 4) 唯一确定# 

综上所述, 我们已完全确定了

  Q3, k- 1: E3, k- 1( V, Z ) y W3, k- 1( V , Z)

的分层

  W3, k- 1( V, Z) = W3, k- 1( D) G T 3, k- 1( D) =

      S
0
3, k- 1( D ) G S

4
3, k- 1( D) G T 3, k- 1( D )# 

引理证毕# 

现在来完成本文的定理证明:

在第 1 节的定义叙述中, 设 V = R
3

@ R, Z = R
3

@ R+ , a = t 0 = 0, b = T > 0, B A R
3

是一个带边的紧致子流形, 5 B X ª, dimB = 3# 记

  W = B @ R A V,

  V0 = ( W - 5 W) H f
- 1

( ( 0, T ) ) , X = W H f
- 1

( 0) ,

  Y = ( 5 W H f
- 1

( [ 0, T ] ) ) G ( W H f
- 1

( T) ) 或 Y = 5W H f
- 1

( [ 0, T ] ) ,

且 i = 1, h = k0 = l = 2 或 i = h = 1, k0 = 2, l \ 3,

  E A J
1
( V , Z ) ,

则定义所述问题就是方程组(A) D A J
2
( R

3
@ R , R

3
@ R+ ) 的混合问题最一般的提法# 由引

理知, 对任何 k \ 2, 横截层 S
t
3, k- 1( D) = ª# 再根据( 16)、( 17)、( 18)、( 24)、( 25)、( 26) 以及

( 29)、( 30) 可知, 第1节中引用定理的条件全部被满足, 因而, 对D( A) 来讲, 任何混合条件 C I

M( X , D, Y, E) 都是不适定的# 根据定义, ( A) 是 C
k
( k \ 2) 不稳定方程# 定理证毕# 

1) 从定理的证明过程可看到, 导致 D( A) 的横截层 S
t
3, k- 1( D) 是空集的根源, 在于 D 的准

本方程 D
c
* 与其本方程 D* 不重合# 事实上这也正是/L_简单0

[ 7]
这一概念引进的原因# 当

我们对一个拟线性偏微分方程的解空间构造分析时, 如果计算能证明它是 L_简单, 且 L \ 1,

则可断定它的横截层必是空集 # 这样, 距离证明它是不稳定方程也就不远了, 另外,

Navier_Stokes 方程原型的不稳定性与 D(A) 完全一样# 

2) 对于 R
3

@ R 上的带有未知函数多项式附加项的Navier_Stokes 方程, 可同样证明它的
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C
k
( k \ 2) 不稳定性, 而且比本文的计算更简单一些# 

3) 从定理证明还可知道, 对于一个拟线性偏微分方程, 如果它的本方程 D* = G
l
D l ( l

= - 1, 0, 1, 2 , ) 都由拟线性关系所表示, 那么在分层计算时, 基本不会遇到什么困难 # 反

之, 麻烦就大了# 就是说线性代数已不能提供有效的方法# 事实上, 一般情况下我们将会

遇到常微分方程、函数方程以及实代数几何的大难题# 

在以后的文章中, 我们将通过给出准确解的实例计算, 再次证明这种/变形0Navier_Stokes

方程的不稳定性# 
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Abst ra ct : Applying the theory of stratification, the solution space str ucture about a class of deformed

Navier_Stoke s equation is determined. It is pr oved that such kind of equation has no Ck ( k \ 2) stable

s olution by the fact that the s tr ate tr ans versale is a null s et.
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