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摘要 :  分析一类含小参数的时变非线性系统关于给定状态约束集合的技术稳定性# 根据向量微

分比较原理和基本的单调性准则,利用向量 V 函数方法给出由系统系数表达的技术稳定性判据# 

并讨论了基于派生系统和线性化方法研究非线性系统技术稳定性的条件# 另外,对于派生时变线

性系统的指数稳定性给出了简单的代数判据# 最后给出示例说明文中方法# 
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引   言

工程技术中的稳定性问题往往与系统容许的扰动强度和受扰运动偏差的具体量值相关,

具有定量的特征# 通常的 Liapunov 稳定性本身是定性的概念, 因此有时难以恰当地刻画稳定

性问题的定量特征[ 1~ 5]# 例如一个 Liapunov稳定的系统可能会因其瞬态运动超越实际所容许

的界限而失去实际意义, 而一个围绕 Liapunov 不稳定的运动状态作小幅振动的系统其性能却

可能为实际所接受# 对此文献[ 1]中曾以受迫 van der Pol方程为例予以详细说明# 这些情况

并不奇怪,因为从应用的观点来看,如果在一定限度内的(初始)扰动作用下, 系统的受扰运动

偏差能够保持在实际允许的范围内,则系统即可认为是稳定的# 实际上许多问题如飞行器和

机器人的运动都是如此# 对于这类情况,技术稳定性[ 3, 4]概念能予以恰当的描述# 其特点是

直接利用所给的各种容许误差定量地评估受扰系统的轨线行为(文献中有时称这类稳定性为

practical stability(即实用稳定性, 例如参见[ 1] , [ 5] , [ 6] )# 然而这个词也被用于描述不确定系

统的鲁棒稳定性(例如[ 7] ) ,其含义与本文所指不同) # 因而被广泛应用于如飞机和机器人等

复杂系统的动力学与控制问题[ 4~ 6, 8]# 

本文分析一类含小参数的时变非线性系统的技术稳定性# 根据微分比较原理和单调性准

则,利用向量 V 函数方法得到简便的技术稳定性条件# 这些条件仅与系统的系数有关,易于
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直接验证# 文中讨论了派生(时变线性)系统和原系统在技术稳定性方面的联系# 另外还给出

(派生)时变线性系统指数稳定性的代数判据,并简要讨论了非线性系统技术稳定性问题的线

性化方法# 文中给出示例说明主要结果# 

以下约定:向量的绝对值和向量之间的不等式均按分量定义,例如对 x, y I R
n
, x [ y 意

味着 x i [ yi ( P i ) ; | x | = [ | x 1 | , ,, | x n | ]
T
, 记 R+ = [ 0, + ] ) , �S 表示集合S < R

n 的闭

包# 

1  问 题表 述

工程问题中经常遇到一类小参数时变非线性系统:

  Ûx = A( t ) x + Ef ( t , x)   ( t \ 0) , (1)

其中 x I R
n
, A( t ) I C(R+ , R

n@ n
) , f ( t , x) I C( R+ , R

n
) , 0 < E n 1是小参数# 方程(1) 可

以看作是非线性系统在某个参考运动(例如周期运动) 附近展开所得# 记 x( t , t0, x0) 为系统

(1) 满足初始条件 x( t 0, t0, x0) = x0的解# 考虑关于与系统(1) 的估计区域:

#时间区间 T = [ t0, t 0+ S] ;

#初始偏差集合 SA= x I R
n
: | x | < A ;

#容许过程偏差集合 SB( t ) = x I R
n
: | x | < B( t ) ,

其中 S> 0为常数或+ ] , A= [ A1, ,, An]
T
> 0是常向量, B( t ) = [ B1( t ) , ,, Bn( t ) ]

T \0有

界连续可微并且 A< B( t 0)# 这些集合分别反映了系统的运动时间区间以及所能容许的初始

干扰强度和过程状态与标称运动状态(不妨设为 x( t ) = 0) 的偏差范围,在具体问题中事先给

定# 系统(1) 关于这些集合的技术稳定性定义如下:

定义  如果对 x0 I SA 有 x( t , t 0, x0) I SB( t ) ( t I T ) , 则称系统 (1) 关于

SA, SB( t ) , T , t 0 技术稳定# 

以下引理是本文工作的基础, 其中 Dg( t ) , D
-
g( t ) 表示 g ( t ) 的Dini导数# 

引理 1(比较原理)  设 M( t ) = [ Mij ( t ) ] n@ n连续且mij ( t ) \ 0( i X j ) ; p, q, n I C( [ a ,

b] , R
n
) (0 [ a < b 是常数) ,满足条件:

1) D
-
p( t ) [ M( t ) p( t ) + n( t ) , t I ( a, b] ;

2) D
-
q( t ) > M( t ) q( t ) + n( t ) , t I ( a, b] ;

3) p( a) [ q( a) ,

则 p ( t ) < q( t ) , t I [ a, b ]# 

证明  反证之# 假设结论不成立,则由条件 3)和连续性知存在 i : 1 [ i [ n 和 tc I ( a ,

b] ,使得在[ a, tc] 上有 p( t ) [ q( t ) , pi ( tc) = qi ( tc)# 由此易知 D
-
p i ( tc) \ D

-
qi ( tc)# 

同时,从条件 1) , 2)和 M( t ) 的非负性可得

  D
-
p i ( tc) [ M i ( tc) p( tc) + ni ( tc) F M i ( tc) q( tc) + n i ( tc) < D

-
qi ( tc) ,

其中 Mi ( t ) 是矩阵 M( t ) 的第 i 行向量# 矛盾!引理 1得证# 

引理 2(单调性准则)  向量函数 p I C( [ a , b] , R
n
) 单调不增当且仅当 Dp( t ) [ 0, t I

( a, b] # 

证明  根据前面约定, p ( t ) 单调不增等价于其每个分量 p i ( t ) 单调不增, 后者等价于

Dp i ( t ) [ 0( t I ( a, b ] )# 得证# 

最后对于系统( 1)假设有 h I C(R+ , R
n
+ ) 满足:
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  | f ( t , x ) | [ h( t ) , ( t , x) I T @ �SB( t ) , (2)

对于 A( t ) = [ aij ( t ) ] 和 h ( t ) = [ h1( t ) , ,, hn( t ) ]
T
,引入记号:

  �A( t ) = [�a ij ( t ) ] , Â = sup
t
�A( t ) , ĥ = sup

t
h ( t ) ,

其中 �aij ( t ) = Dijaij ( t ) + (1- Dij ) | aij ( t ) | , Dij 为Kronecker符号# 

2  主 要结 果

现在利用引理 1, 2建立系统( 1)的技术稳定性判据,并讨论基于派生系统和线性化的方法# 

211  技术稳定性判据

首先由引理 1得以下微分形式的向量直接判据# 

定理 1  如果下列条件成立,则系统( 1)关于 SA, SB( t ) , T , t0 技术稳定:

  �A( t ) B( t ) + Eh ( t ) < ÛB( t )   ( t I T )# 

证明  设结论不成立, 则必有 x0 I SA和t 1 I T 以及1 [ k [ n, 使 x( t , t 0, x0) I SB( t )

( t I [ t 0, t 1) ) 且 | xk( t 1, t 0, x0) | = Bk( t 1) # 

然而,取向量函数 v = [ v1( t ) , ,, vn( t ) ]
T
,其中 v i ( t ) = | x i ( t , t 0, x0) | # 则由(1) 得

  D
-
v i ( t ) = aii ( t ) | x i | + E

j X i

a ij ( t ) xj + Ef i ( t , x) sgnxi ( t - 0) [

      E
n

j = 1

�aij ( t ) vi ( t ) + Ehi ( t ) , t I ( t 0, t 1]# 

写成向量形式为

  D
-
v( t ) [ �A( t ) v ( t ) + Eh ( t ) , t I ( t0, t 1]# 

同时容易验证

  v ( t0) [ A< B( t 0)# 

于是由假设条件从引理 1可得 v ( t ) < B( t ) ( t I [ t0, t 1] ) , 从而 | xk( t 1, t 0, x0) | = v k( t 1) <

Bk( t 1) ,与上述矛盾# 定理 1得证# 

注 1 如果系统( 1)的系数均有界,由定理 1 得如下形式的充分条件:

  ÂB( t ) + Êh < ÛB( t)   ( t I T )# 

实际上,根据有关符号的定义显然有 �A ( t) B( t ) + Eh( t) [ ÂB( t) + Êh < ÛB( t )   ( t I T )# 

注 2 如果 B( t ) S B > 0为常向量# 上述条件化为:

  �A ( t) B+ Eh( t ) < 0 和 ÂB+ Êh < 0  ( t I T )# 

根据引理 2可得积分形式的向量直接判据# 

定理 2  如果下列条件成立,则系统( 1)关于 SA, SB( t ) , T , t0 技术稳定:

  Q
t

0
[�A( s) B( s ) + Eh ( s) ] d s < B( t ) - A  ( t I T )# 

证明  类似定理 1的证明,如果结论不成立, 则必有 x0 I SA和t 1 I T 以及1 [ k [ n,使

x ( t , t0, x0) I SB( t ) ( t I [ t 0, t 1) ) 且 | xk( t 1, t 0, x0) | = Bk( t 1)# 

同时,由定理 1的证明不难验证

  D
- v ( t ) - Q

t

t
0

[ �A( s ) B( s) + Eh ( s) ] ds [ 0   ( t I ( t 0, t 1] )# 

因此根据引理 2和假设条件得
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  v ( t1) [ v( t0) + Q
t
1

t
0

[�A ( s) B( s ) + Eh( s) ] ds [

A+ Q
t
1

t
0

[ �A( s ) B( s) + Eh( s ) ] ds < B( t 1)# 

矛盾! 定理2得证# 

注 3 设B( t) = B> 0 为常向量,则由定理 2 立即得到下列充分条件:

  A* B+ Eh * < B- A,

其中 A* = [ a*
ij ] , a

*
ii = sup

t I TQ
t

t
0

�aii( s) ds , a*
ij = QT

�aij ( s )ds , i X j ; h* = QT
h( s )ds# 

因为这时容易验证Q
t

t
0

[�A ( s ) B+ Eh( s) ] ds [ A * B+ Eh*   ( t I T )# 

212  基于派生系统的结论

实际中往往希望通过系统( 1)的派生(时变线性)系统:

  Ûx = A( t ) x   ( t \ 0)# (3)

来了解原系统( 1)的性态# 首先由定理 1和注 1, 3直接可得如下结论:

推论 1  如果下列条件之一成立,则系统( 3)关于 SA, SB( t ) , T , t0 技术稳定:

1) �A( t ) B( t ) < ÛB( t )   ( t I T) ;

2) ÂB( t ) < ÛB( t )   ( t I T) ;

3) A
* B< B- A# 

现在考虑任意给定的有限时间区间 T = [ t 0, t0+ S]# 以下结论表明,在一定条件下可以

根据派生系统( 3) 的技术稳定性来确定系统(1) 的相应性质# 

推论 2  如果派生系统( 3)按推论 1条件关于 SA, SB( t ) , T , t 0 技术稳定,则 vEc( S) >

0, 当 E I (0, Ec( S) ) 时系统(1) 有相同的技术稳定性,其中相应于推论 1的条件1) ~ 3) 分别

有

  Ec( S) = min
t I T

h
T
( t ) [ÛB( t ) - �A( t ) B( t ) ]

h
T
( t ) h( t )

;

  Ec( S) = min
t I T

ĥ
T
[ ÛB( t ) - ÂB( t ) ]

ĥ
T
ĥ

;

  Ec( S) =
h

* T
[ ( I - A

*
) B- A]

h
* T

h
* # 

证明  设派生系统( 3)满足推论 1的条件 1) , 则在有限时间区间 T 上根据有关函数的连

续性得 0 < Ec( S) < + ] ,显然 Ec( S) 依赖于 S并且关于S单调不增# 当 E I (0, Ec( S) ) 时可

以验证

  �A( t ) B( t ) + Eh ( t ) < �A( t ) B( t ) + Ec( S) h( t ) [ ÛB( t )
对 t I T 成立, 故由定理 1得系统(1) 关于 SA, SB( t ) , T , t0 技术稳定# 其余情况证明类似

(略)# 证毕# 

注 4 文[ 9]用类似方法讨论了非线性系统的正不变集及时变线性系统的 Lyapunov 稳定性,特别是其中

推论 313还得到时变线性系统指数渐近稳定性的一个代数充分条件,下面是它的一个等价形式# 

定理 3  如果有常向量 Q> 0使 ÂB< 0,或等价地(因为此时- Â是M_矩阵[ 10]
) :
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  (- 1) i$i = (- 1) i
â11 , â1i

,

âi 1 , â ii

> 0   ( i = 1, ,, n) ,

则系统( 3)的零解指数渐近稳定# 

注 5 由于时变线性系统的性态不能象定常线性系统那样简单地由系数矩阵的特征值确定, 因此如何判

断其性态一直是一个重要而困难的问题, 迄今尚无有关时变线性系统渐近稳定性的充要条件[ 4]# 上述结果

提供了一个简便的代数判据,可以用系统的系数直接检验# 文[ 11]曾用不同方法得到这一结果# 

213  线性化方法

对于一般的非线性系统, 利用线性化方法研究其技术稳定性具有实际意义# 下面对此简

要讨论# 考虑非线性系统

  Ûx = f ( t , x)   ( t \ 0)# (4)

设 F( t ) = (5/ 5x) f ( t , 0) 是 f ( t , x) 在 x = 0的 Jacobi矩阵, g( t , x) = f ( t , x) - F( t ) x# 由

前面讨论知如果下列条件成立,则非线性系统(4) 关于 SA, SB( t ) , T , t 0 技术稳定:

1) �F( t ) B( t ) < ÛB( t )   ( t I T) ;

2) | g( t , x) | < ÛB( t ) - �F( t ) B( t )   ( ( t , x) I T @ �SB( t ) )# 

其中条件 1)保证了系统( 1)的首次近似系统关于 SA, SB( t ) T , t 0 技术稳定,条件 2) 则是关于

高次项的增长性条件# 

3  示   例

现在举例说明本文主要结果# 

例 1  考虑时变非线性系统

  

Ûx 1 = - 2x 1+ t (1+ t )
- 1

( cos t ) x 2+ t( cos t ) x 3 + Ef 1( t , x) ,

Ûx 1 = 012(1+ t )
- 1

( sint ) x 1- x 2+ 012( sint ) x 3+ Ef 2( t , x ) ,

Ûx 1 = (1+ t)
- 1

( cos t ) x 1+ 015( cos t ) x 2- 3x 3+ Ef 3( t , x) ,

其中 0 < E< 015, f i ( t , x ) 为非线性项# 所给估计区域为: T = [ 2, 2 + S) , S> 0是常数;

  SA = x I R
3
: | x 1 | < 016, | x 2 | < 0115, | x 3 | < 012 ,

  SB( t ) = x I R
3
: | x 1 | < 2( 1+ t )

-1
, | x 2 | < (1 + t

2
)
- 1

, | x 3 | < 2(1 + t)
- 2 # 

设非线性项满足( 2)式,其中 h( t ) = [ 2(1+ t)
- 1

, 014(1+ t)
- 2

, (1+ t
2
)
- 1

]
T# 则系统关于所给

估计区域技术稳定# 

事实上根据定理 1, 由于

  �A( t ) =

- 2 t (1 + t)
- 1

| cos t | t | cos t |

012( 1+ t )
- 1

| sint | - 1 012 | sint |

(1+ t)
-1

| cos t | 015 | cos t | - 3

,

  A= [ 016, 0115, 012]T , B( t ) = [ 2(1 + t)
- 1

, (1 + t
2
)
- 1

, 2(1+ t)
- 2

]
T# 

检验可知

 �A( t ) B( t ) + Eh( t ) < ÛB( t )   ( t I T)# 

定理 1条件满足,故结论成立# 另外,由 B( t ) y 0( t y+ ] ) 得知系统始于 SA的解均渐近趋向
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于零, B( t ) 则给出这些解的渐近阶估计# 

例 2  考虑时变线性系统

  
Ûx 1 = - (1+ 015sint ) x 1+ 013( cost ) x 2,

Ûx 1 = 018( cos t ) x 1- (1- 015cos t ) x 2# 

计算可得

  Â =
- 015 013
018 - 015

,

  (- 1) $1 = 015 > 0, (- 1) 2 $2 = 0101 > 0# 

根据定理 3,系统的零解全局指数渐近稳定# 

4  结   论

时变非线性系统的性态分析在工程实际中经常遇到, 是一个重要而困难的问题# 本文利

用时变集合定义一类小参数时变非线性系统的技术稳定性,这些集合定量地刻画了系统的运

动范围和瞬态性能, 对于了解系统的动态性质具有重要意义# 文中根据微分比较原理和基本

的单调性准则,利用向量 v 函数 方法建立了技术稳定性的显式判据, 便于应用# 同时这些结

果表明,在一定条件下可以利用派生系统和线性化方法研究非线性系统的技术稳定性# 此外

还给出时变线性系统指数渐近稳定性的一个简单的代数判据# 
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Technical Stability of Nonlinear Time_Varying

Systems With Small Parameters

CHU Tian_guang1,  WANG Zhao_lin2
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Abstract: Technical stability allowing quantitative estimation of trajectory behavior of a dynamical

system over a given time interval was considered. Based on a differential comparison principle and a

basic monotonicity condition, technical stability relative to certain prescribed state constraint sets of a

class of nonlinear time_varying systems with small parameters was analyzed by means of vector Lia-

punov function method. Explicit criteria of technical stability are established in terms of coefficients of

the system under consideration. Conditions under which the technical stability of the system can be

derived from its reduced linear time_varying (LTV) system were further examined, as well as a cond-i

tion for linearization approach to technical stability of general nonlinear systems. Also, a simple alge-

braic condition of exponential asymptotic stability of LTV systems is presented. Two illustrative exam-

ples are given to demonstrate the availability of the presently proposed method.

Key words: nonlinear time_varying system; small parameter; technical stability; vector comparison

principle; reduced system; linearization technique; exponential asymptotic stability
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