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摘要:  构造一种新的方法计算 Hopf分歧点# 这种方法构造了小扩张系统 ,从而减少了计算量并

节约了内存# 数值例子的计算说明了方法的有效性# 
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引   言

考虑下面的非线性方程

  f ( x , K) = 0,  f : X @ R y X , (1)

其中X = R
n
, K是实参数, f I C

r
( r \2)# 原始问题可能是微分方程系统,但我们假设已经对

微分方程作了适当的离散,从而使问题化为有限维空间 R
n
中的形式(1) # 

方程( 1)的解经常是进一步了解下边的发展型方程的基础# 

  dx
dt

+ f ( x , K) = 0# (2)

特别, ( 1)的奇异点(即 Fr�chet导数 f x有零特征值的(1) 的解) 和Hopf分歧点(即 f x有一对纯虚

数特征值(1) 的解) 使得系统(2) 可能失去线性稳定(参考文献[ 1] ) # 

对于Hopf分歧的数值计算,有很多文献作了研究
[ 2~ 5]

, 但是其中的方法大多数需要耗费

较大的计算量# 本文将提供一种直接方法用以计算 Hopf分歧点# 该方法可以认为是首先由

Griewank和 Reddien
[ 6]
提出的一种直接方法在计算Hopf分歧点的推广和应用# 我们构造了一

由( 1)和 2个标量方程组成的扩张系统# 该扩张系统有 n + 2个方程, n + 2个未知数,可用牛

顿方法求解# 同文献[ 3] 中的 2n + 2方程组成的扩张系统相比较, 本文的方法将明显地减少

计算量和计算占用的内存# 

1  Hopf分歧点

设 ( x( K) , K) 为(1) 单参数定常解族,为计算从( x( K) , K) 产生的Hopf分歧, 我们引进单

参数实矩阵族 A( K) = f x( x( K) , K)# 则Hopf分歧的数值计算问题便化为确定 K使得A( K)有

纯虚数的特征值# 特别, 对于给定 K0, w 0, 如果存在定义于 K0 的领域中的充分光滑的函数
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G( K) , w ( K) ,满足下面的Hopf条件H1 ~ H4,则我们称( x0, K0, w0) I X @ R
2为f ( x, K) = 0的

Hopf分歧点# 

H1  L( K) = G( K) + iw ( K) 是 A( K) 的特征值# 

H2  G( K0) = 0, w ( K0) = w 0 > 0# 

H3  Gc( K0) X 0# 

H4  iw ( K0) 是 A( K0) 的简单特征值, A( K0
) 没有形如 k iw0

, k X 1的特征值# 

令 <0 = <0
1 + i<0

2是 f ( x, K) 在Hopf分歧点( x0, K0, w 0) 的导数 f
0
x 简单特征值K1 = iw0所对应

的特征向量# 由于w 0 X 0,从而可知 <0
1, <

0
2线性无关# 算子(f

0
x)

2有二重实特征值- w
2
0 X 0,

其特征向量由 <0
1, <

0
2张成# 众所周知,Hopf分歧点在分歧理论中起着及其重要的作用,它标志

着从定常解曲线中诞生出周期解,成为联系定常解和非定常解的桥梁# 为了计算 Hopf 分歧

点, Roose和 Hlavacek[ 3] 构造了下边的扩张系统:

  F( y ) = F ( x, p, K, w ) : =

f ( x , K)

( ( f x ( x, K) ) 2
+ w

2
I) p

3p , p4- 1

3q, p4

= 0, (3)

其中 q是一个在 <0
1, <

0
2 张成的空间没有零投影的常向量 # 则存在唯一的一个向量 p0 I

span <
0
1, <

0
2 使得 y 0 = ( x0, p0, K0, w0) 是 F ( y ) = 0的孤立解(参考文献[ 3] )# 

显然( 3)是一个带 2n + 2个方程的扩张系统# 当 n 较大时, 在数值计算上将花费较多的

计算量和占用较大内存# 我们在下一节将构造小扩张系统替代(3)# 

2  数 值方 法

由于 p0 I Ker( [ (f
0
x )

2
+ w

2
0I ] ) ,则存在常数 d1, d2使得

  p0 = d1<
0
1 + d 2<

0
2# (4)

记 [ f
0
x - iw 0I ]

* 为 算 子 [ f
0
x - iw 0I ] 的 共 轭 算 子, 则 Ker( [ f 0

x - iw0 I ]
*

) =

span W0 = W0
1 + iW0

2 ,其中 W0满足

  3W0, <04= 2,

  3W0
1, <

0
14= 1,  3W0

2, <
0
24 = 1,

  3W0
1, <

0
24= 0,  3W0

2, <
0
14 = 0# 

显然有

  Ker( [ ( f 0
x )

2
+ w

2
0I ] ) = span <0

1, <
0
2 , Ker( [ (f

0
x)

2
+ w

2
0I ]

*
) = span W0

1, W
0
2 # 

定义

  W0
3 =

1

d
2
1 + d

2
2
( d1 W

0
1 + d2 W

0
2) ,  W0

4 =
1

d
2
1 + d

2
2
( d 2 W

0
1 - d 1 W

0
2) , (5)

则

  3W0
3, p04= 1,  3W0

4, p04= 0# (6)

记 k = w
2
, k 0 = w

2
0及

  A =
f

2
x + kI B

C
T 0
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由于 [ f
2
x ( x0, K0) + k0 I ] 有二重零特征值,我们可选取 B = ( b1, b 2) , C = ( c1, c2) I R

n@ 2使得

  ( f
2
x ( x0, K0) + k0 I, B)

及

  
f

2
x ( x0, K0) + k0 I

C
T

的秩均为 n# 则可以得到如下引理# 

引理 1  下面的系统均是唯一可解:

  A #

v

g1

g2

=

0

0

1

, (7)

  
u

T
1 k1 g1

u
T
2 k2 g2

# A =
0 1 0

0 0 1
(8)

其中 v , ui I R
n
, kigi I R ( i = 1, 2) 均是( x, K, k ) 的函数# 并且对于g 1, g2,我们有下面的结

论:

� ) g i = - 3ui , ( f
2
x + kI) v4,

� ) g
c
i = - 3ui , f

2c
x v4,

5 gi

5k
= - 3ui , v4  ( i = 1, 2)# 

其中符号/c0表示关于 x 或K求导# 

证明  由于 B, C的选取,使得矩阵 A在( x0, K0, k 0) ,从而也在( x0, K0, k0) 的邻域内非奇

异# 由(7) 可得

  ( f
2
x + kI ) v + b1g1 + b2g 2 = 0, (9a)

  c
T
1 v = 0,  c

T
2v = 1# (9b)

由( 8)可得

  3u1, (f
2
x + kI) 4+ k 1 c

T
1 + g 1 c

T
2 = 0,  3u2, (f

2
x + kI) 4+ k 2 c

T
1 + g 2c

T
2 = 0, (10a)

  3u1, b14 = 1,  3u1, b24= 0,  3u2, b14 = 0,  3u2, b24= 1# ( 10b)

用 u1, u2分别乘以(9a) , 并根据(10b) 得到 � ) # 下面证明� ) ,对( 7)求导,并用( 8)的左边的矩

阵左乘,得到

  
5g i

5 k
= - 3ui , v4,

  
5g i

5x
= - 3ui , ( f

2
x ) xv4,

  
5g i

5K = - 3ui , ( f
2
x ) Kv4# 

引理证明完毕# 

我们使用下面的扩张系统,用以计算Hopf分歧点,该扩张系统 X @ R
2映射到 X @ R

2# 

  G( y ) = G ( x, K, k ) : =

f ( x, K)

- g1( x, K, k )

- g2( x, K, k )

=

f ( x, K)

3u1, [ ( f
2
x ( x, K) ) 2

+ kI ] v4

3u2, [ ( f
2
x ( x, K) ) 2

+ kI ] v4

= 0, (11)

其中 ui , v , gi ( i = 1, 2) 是由引理 1所得,且
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  u1( x0, K0, k 0) = W0
1, u2( x0, K0, k0) = W0

2, v( x0, K0, k 0) = p0# 

定理 2  假设 ( x0, K0, k 0) 是 f ( x, K) = 0的Hopf分歧点# G( y ) 如(11) 所定义# 则 y 0

= ( x0, K0, k0) 是 G ( x, K, k ) = 0的一个孤立点# 

证明  只须证明下面的线性系统只有零解:

  D yG( y 0) H= 0,  H= ( x, K, k) I X @ R
2# (12)

展开( 12)可得

f
0
x f

0
K 0

3W0
1, f

0
xf

0
xxp0 + f

0
xxf

0
xp04 3W0

1, f
0
xf

0
xKp 0 + f

0
xKf

0
xp04 3W0

1, p04

3W0
2, f

0
xf

0
xxp0 + f

0
xxf

0
xp04 3W0

2, f
0
xf

0
xKp 0 + f

0
xKf

0
xp04 3W0

2, p04

x

K

k

= 0# (13)

因为 f
0
x 非奇, 由(13) 的第一个方程

  f
0
xx + Kf

0
K= 0

知

  x = Kv0,

其中 v0 满足

  f
0
xv0 + f

0
K= 0# (14)

将 ( d
2
1 + d

2
2)

- 1
d 1和(13) 的第 2式的乘积与( d

2
1 + d

2
2)

- 1
d2和(13) 的第 3式的乘积相加, 可得

3W0
3, (f

0
xf

0
xxp0 + f

0
xxf

0
xp0) x4+ K3W0

3, f
0
xf

0
xKp0 + f

0
xKf

0
xp04+ k3W0

3, p04= 0, (15)

将 ( d
2
1 + d

2
2)

- 1
d2和(13) 的第2式的乘积与- ( d

2
1+ d

2
2)

- 1
d1和(13) 的第3式的乘积相加,可得

3W0
4, (f

0
xf

0
xxp0 + f

0
xxf

0
xp0) x4+ K3W0

4, f
0
xf

0
xKp0 + f

0
xKf

0
xp04+ k3W0

4, p04= 0# (16)

将 x = Kv0 代入(16) ,并根据( 6) ,可将(16) 化为

K3W0
4, ( ( f

0
xf

0
xxp0 + f

0
xxf

0
xp0) v0 + f

0
xf

0
xKp0 + f

0
xKf

0
xp0) 4= 0# (17)

由下面的引理 3的结论知道( 17)化为

  K# 2Gc( K0) w 0 = 0# (18)

由条件H2, H3,知( 18)有唯一解 K= 0# 从而 x = 0# 由(15) ,得 k3W0
3, p04= 0, 由(6) 可知 k

= 0# 定理证明完毕# 

引理 3  如果 ( x 0, K0, k0) 是 f ( x, K) = 0的 Hopf分歧点, 满足条件H1 - H4,则

  3W0
4, ( ( f

0
xf

0
xxp0 + f

0
xxf

0
xp0) v0 + f

0
xf

0
xKp0 + f

0
xKf

0
xp0) 4= 2Gc( K0) w0# (19)

其中 p0, W
0
4和 v0 分别由(4) , (5) 和(14) 所定义# 

证明  我们首先推导关于 Gc( K0) 的表达式# 从假设可知 f x ( x , K) 在 K I ( K0 - E, K0 +

E) 存在特征向量 <( K) , 满足

  f x( x ( K) , K) <( K) - L( K) <( K) = 0, (20a)

  <( K0) = <0 = <0
1 + i<0

2# ( 20b)

对( 20a)在 K= K0求导,得到

  f
0
xK<0 + f

0
xx<0xc( K0) - Lc( K0) <0 + (f

0
x - iw0 I) <c( K0) = 0# (21)

由 f ( x( K) , K) = 0在 K= K0的导数,得到

  xc( K0) = v0, (22)

其中 v0 如(14) 所定义# 利用定义 W0 = W
0
1 + iW

0
2,用 W0 乘以( 21) ,可得
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  3W0, f
0
xK<0 + f

0
xx<0 v04- 2Lc( K0) = 0# (23)

取( 23)的实部,可得

  Gc( K0) =
1
2

3W0
1, f

0
xK<

0
1 + f

0
xx<

0
1 v04+

1
2

3W0
2, f

0
xK<

0
2 + f

0
xx<

0
2 v04# (24)

定义

  Q = f
0
xK+ f

0
xxv0, (25)

我们将( 19)的左边改写为

  3W0
4, ( f

0
xQ + Qf

0
x ) p04,

将 p0, W
0
4 代入上式

  1

d
2
1 + d

2
2
3d2 W

0
1 - d1 W

0
2, (f

0
xQ+ Qf

0
x ) ( d1<

0
1 + d2 <

0
2) 4# (26)

进一步写为

  1
d

2
1 + d

2
2

d1d23f 0*
x W

0
1, Q<

0
14+ d1 d23W0

1, Qf
2
x<

0
14+

      d
2
23f

0*
x W

0
1, Q<

0
24+ d

2
23W

0
1, Qf

0
x<

0
24-

      d
2
13f

0*
x W

0
2, Q<

0
14- d

2
13W0

2, Qf
0
x<

0
14-

      d1d 23f 0*
x W0

2, Q<
0
24- d 1d23W0

2, Qf
0
x<

0
24 (27)

取 (f
0
x - iw 0) <0 = 0和( f

0
x - iw 0)

* W0 = 0的实部一虚部,得

  f
0
x<

0
1 = - w0<

0
2,  f

0
x<

0
2 = w0<

0
1,

  f
0*
x W

0
1 = w 0 W

0
2,  f

0*
x <

0
2 = - w0 W

0
1# 

根据上面的关系, ( 27)可以简化为

  w 0(3W0
1, Q<

0
14+ 3W0

2, Q<
0
24)# 

从( 24)和( 25)可推得( 19)成立,引理 3证明完毕# 

下面我们提出计算Hopf分歧点的数值过程:

步骤 1  适当选取 B, C和( x , K, k ) 的初始猜测( x
0
, K0

, k
0
)# 令 m = 0, 1, ,, 做以下几

步:

步骤 2  由线性方程组( 7)和( 8)解得 ui , v 和g i ( i = 1, 2)# 

步骤 3  求解下面的方程
  D yG( y

m
) $ym

= - G( y
m
)# (28)

步骤 4  令 y
m+ 1

= y
m

+ $ym
,然后返回步骤 2至满足给定的精度# 

3  数 值例 子

考虑下面的 Brusselator反应模型
[ 7]

:

  f ( u , K, A) =
D ( w2 - w1) + Kg( w1) = 0,

D ( w1 - w2) + Kg( w2) = 0,

这里

  u =
w1

w2

,  K I R ,  A= ( L, C) I R
2
,

  g( w i ) =
C- ( L+ 1) x i + x

2
iy i

Lx i - x
2
iyi

,  wi = ( xi , yi ) I R
2   ( i = 1, 2) ,
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  D =
1 0

0 10
# 

令 C= 210, L= 514,选取 B1 = C1 = (110, 110, - 110, 010)T
, B1 = C2 = (010, - 110, 010, -

110) T
, 则用本文的数值方法可求得一个Hopf分歧点:

  u0 = (11097 617, 21470 784, 21902 383, 21210 778) ,

  K0 = 01881 216, k = 31592 937

具体的数值过程如表 1, 2所示:

表 1

迭代次数 x1 y1 x 2 y2 K k

0 11113 087 21476 603 21886 913 21226 218 01814 214 31149 029

1 11095 042 21469 311 21904 958 21208 504 01883 352 31598 543

2 11097 605 21470 777 21902 395 21210 778 01881 218 31593 017

3 11096 617 21470 784 21902 383 21210 788 01881 216 31592 937

4 11097 617 21470 784 21902 383 21210 788 01881 216 31592 937

  表 2

迭代次数 1 2 3 4

g1 - 1112E- 02 1103E- 02 1139E- 04 2119E- 09

g2 1147E- 02 - 5106E- 02 5151E- 05 - 3101E- 10

+f + ] 1108E- 01 3115E- 03 2130E- 05 2111E- 9

其中 +f + ] 代表函数f 的分量的最大值# 从计算结果可以看出算法是平方收敛的# 为了与

扩张系统(3) 所计算的Hopf分歧点作比较,我们用( 3)来计算该分歧点,其结果如表 3所示# 

表 3

迭代次数 x1 y1 x 2 y2 K k

0 11113 087 21476 603 21886 913 21226 218 01814 218 31149 029

1 11094 958 21469 274 21905 042 21208 435 01883 445 31600 688

2 11097 061 21470 547 21902 939 21210 332 01881 863 31596 265

3 11097 605 21470 779 21902 395 21210 778 01881 229 31593 007

4 11097 617 21470 784 21902 383 21210 788 01881 216 31592 937

5 11097 617 21470 784 21902 383 21210 788 01881 216 31592 937

从两个算法的计算结果可以看出, 其收敛阶都是二次的# 所需迭代的次数分别为 4 次和

5次# 并且本文所用的算法中,每一步迭代只需求解三个系数矩阵一样的 n + 2阶线性方程组

(7) 和(8) 及一个 n + 2阶线性方程组(28) , 这在数值计算上将比求解阶数 2n + 2的非线性方

程组(3) 的每一步迭代所花的计算量和内存要小得多# 另外该算法还可以求得(3) 所不能求
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得的(f
0
x)

2
+ kI 的左零特征向量 W0

1, W
0
2 # 
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A New Approach for the Computation of

Hopf Bifurcation Points

YE Rui_song

( Institute of Mathemat ics , Shantou Un iver sity , Shant ou , Guangdong 515063, P R Chin a )

Abstract: A new approach is proposed to compute Hopf bifurcation points. The method could pro-

duce small extended systems and therefore could reduce the computational effort and storage. One

numerical example is presented to demonstrate that the method is efficient.

Key words: Hopf bifurcation points; extended systems.
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