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压电螺位错与椭圆夹杂的电弹相互作用
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摘要 :  研究了压电材料中压电螺位错与椭圆夹杂的电弹相互作用# 基于扰动概念和级数展开方

法,推导了基体和夹杂的弹性场和电场 ,在此基础上给出了作用于位错上像力的表达式# 通过分

析基体与夹杂的相对刚度和机电耦合强弱对像力的影响, 得到了新的相互作用机理# 
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引   言

研究位错与夹杂的相互作用对于深入理解材料的某些物理性能是十分重要的, 因为夹杂

的存在对位错的堆积和运动有很大的影响# 人们已经对非压电材料中位错与夹杂的相互作用

问题进行了大量的研究, 并得到了一些重要的相互作用机理# 最近, 文献[ 1~ 6]虽然研究了

含夹杂压电材料反平面应变状态的电弹耦合场, 但尚未考虑压电螺位错与夹杂的相互作用问

题# Pak
[ 7]
推广 Eshelby

[ 8]
在非压电材料中提出的方法, 导出了计算压电材料中作用于位错上

像力的广义Peach_Koehler公式, 并进一步分析了两个压电螺位错之间以及压电半平面的边界

与压电螺位错的相互作用# 

本文研究压电材料中压电螺位错同椭圆夹杂的相互作用问题, 目的是揭示材料参数和压

电性对相互作用机理的影响, 为了解非均质压电材料中位错的运动提供依据# 

1  问题的描述

设无限大压电基体中含一长短轴分别为 2a 和2b 的椭圆夹杂,如图 1所示# 基体和夹杂

分别占有区域 81 和 82,两者均为 Oxy 为向同性面的横观各向同性压电材料# 压电螺位错 b

= b3, bU
T
位于基体中的 z 0( = x 0+ iy 0) 点,其中 bU表示电势位错

[ 9]# 

对于上述问题,弹性位移 w和电势 U仅仅是x 和y 的函数,即 w = w ( x , y ) , U= U( x , y ) ,

它们满足:

  ¨2
u = 0, (1)

式中, ¨2为二维 Laplace算子, u = w , U T为广义位移向量, 上标T 表示矩阵的转置# 

对线性压电材料,应力和电位移为:
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图 1  无限大压电固体中的位错和夹杂

tx = Rzx , Dx
T
= C

5 u
5x ,

ty = Rzy , Dy
T
= C

5 u
5y ,

(2)

其中

C =
C44 e15

e15 - J11
, (3)

式中, D为电位移, C44, e15 和 J11 分别是弹性、压

电和介电常数# 

方程( 1)表明 u为调和函数,故可取为解析函

数向量 f ( z ) 的实部,即

  u = Re f 1( z ) , f 2( z )
T
= Re[ f ( z ) ] , (4)

式中, z = x + iy , Re 表示复数的实部, tx 和 ty 可以表示成:

  tx - ity = Cf c( z ) , (5)

其中,一撇表示关于变量的导数# 

基于( 5)式, 任一弧段上合力和法向电位移的和为:

  T = Q
B

A
txdy - tydx = CIm[ f ( z ) ] BA , (6)

式中, Im表示复数的虚部# 

假定基体和夹杂沿界面 # 理想联接, 则弹性位移、电势、合力和法向合电位移是连续的,

即

  u
(1)
( z ) = u

(2)
( z ) , T

(1)
( z ) = T

(2)
( z )   ( z I #)# (7)

将( 4)和( 6)代入( 7)得到:

  
Re[ f (1) ( z ) ] = Re[ f (2) ( z ) ] ,

C
(1) Im[ f ( 1) ( z ) ] = C

(2) Im[ f (2) ( z ) ]
  ( z I #)# (8)

下面的主要任务根据压电螺位错的弹性位移和电势的间断条件以及( 8)式确定解析函数

f
( r)
( z ) ,这里 r = 1, 2# 

2  基体和夹杂的电弹耦合场

为解上述问题, 引入如下变换:

  z = 7 (F) = R( F+ mF- 1
) , F= ( z + z

2
- c

2
) / (2R) , (9a, b)

式中   R = ( a + b ) / 2, m = ( a - b ) / ( a + b ) , c = a
2
- b

2# 

变换函数(9a) 将 z 平面 #的外域保角映射为F平面单位圆 R= eiB(0 [ B [ 2P) 的外域,而将

#的内域映射为单位圆与半径为Q= m 圆之间的环形域,半径为 Q的圆域与z 平面内- c到

+ c 的线段相对应, z 0映射为 F0# 利用(9a) , (8) 式成为:

  
Re[ f (1) ( R) ] = Re[ f (2) ( R) ] ,

C
(1) Im[ f ( 1) ( R) ] = C

(2) Im[ f (2) ( R) ] ,
  R = e

iB
, (0 [ B [ 2P)# (10)

此外,为保证椭圆夹杂内电弹场的唯一性,必须补充条件:

  f
( 2)
( R m) = f

(2)
(�R m) , (11)

式中一横表示复数的共轭# 
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根据 Stagni[ 10]提出的扰动方法,设待定的函数为:

  f
( 1)
(F) = f

(1)
s (F) + f

(1)
p (F) , f (2) ( F) = f

( 2)
p (F) , (12)

式中, f ( 1)s (F) 为无夹杂时位错产生的基本奇异解,除F0点外全平面解析; f
(1)
p ( F) 和 f

(2)
p (F)表

示夹杂引起的扰动解,分别在 81和 82内解析# 由文献[ 7] 有:

  f
( 1)
s (F) = A0ln[ 7 (F) - 7 ( F0) ] , A0 =

1
2Pi

b# (13)

利用对数函数的级数展开式

  ln(1 - x ) = - E
]

k= 1

1
k
x
k
,   | x | < 1 (14)

和函数 f
(1)
s ( F)、f ( r)p (F) 的解析性质, f

( 1)
s ( F) 和 f

( r)
p (F) 可以展成 Laurent级数:

  f
( 1)
s (F) = E

]

k= 1
Ak( F

k
+ m

kF- k
)   (1 [ | F| < F0) , (15)

  f
( 1)
p (F) = E

]

k= 1

A
*
k F

- k   (1 [ | F| < ] ) , (16)

  f
( 2)
p (F) = E

]

k= 1
B

*
k ( F

k
+ m

k
F
- k
) ,   ( m [ | F| [ 1) , (17)

其中

  Ak = -
1
k
A0N

- k# (18)

展开时使用了补充条件( 11) ,并略去了表示刚体位移和等电势场的常数项# 

将( 15) ~ ( 17)代入( 12)然后利用( 10)式,可解得待定系数 A
*
k 和B

*
k 为:

  A
*
k = - m

k
Ak + ( I - 0

2
m

2k
)
- 1
[ ( I - 0

2
) m

k
Ak + 0 (1 - m

2k
) �Ak ] , (19)

  B
*
k = ( I - 0

2
m

2k
)
- 1
[ ( I + 0 ) Ak - 0 ( I + 0 ) m

k
�Ak ] , (20)

式中, I 是 2阶单位矩阵,而

  0 = ( C
(1)

+ C
(2)
)
- 1
( C

( 1)
- C

( 2)
)# (21)

至此,我们得到了基体和夹杂的电弹耦合场# 

当椭圆夹杂退化为圆夹杂时, 即 m = 0, 使用(19)、(20)、( 16)、(17)、(14) 和(13) 1, 可得到

扰动函数的封闭解为

  f
( 1)
p ( z ) = -

1
2Pi

0bln
a
2

z
- �z 0   ( z I 8 1) , (22)

  f
( 2)
p ( z ) =

1
2Pi

( I + 0 ) bln z - �z 0   ( z I 82)# (23)

此式与Kattis等人[ 5]得到的结果一致, 但他们使用了其它的方法# 在式( 22)和( 23)中,令 e
( 1)
15

= e
( 2)
15 = 0,便得到文献[ 11] ~ [ 13] 给出的非压电材料中位错与夹杂相互作用的扰动函数# 

3  作用于位错的像力

研究位错夹杂相互作用时,描述相互作用机理的物理量为作用于压电螺位错的像力# 根

据Pak[ 7]推导的广义 Peach_Koehler 公式,有:

  Fx = b
T
t
(1)
yp ( z 0) , Fy = - b

T
t
( 1)
x p ( z 0) , (24)

式中 t
(1)
jp ( j = x , y ) 表示夹杂在点 z 0引起的扰动应力和电位移# 如果 F < 0, 夹杂吸引位错;

否则,夹杂排斥位错# 
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对于圆夹杂,使用( 22)和本构关系( 2) , ( 24)式成为:

  

Fx = -
1
2P

b
T
C

(1) 0 bIm i
a
2

( z 0�z 0- a
2
) z0

,

Fy = -
1
2P

b
T
C

(1) 0 bRe i
a
2

( z 0�z 0- a
2
) z 0

# 
(25)

当位错位于 x 轴时,上式为:

  Fx = -
1
2P

b
T
C

(1) 0 b
a
2

( x
2
0- a

2
) x 0

, (26a)

  Fy = 0, ( 26b)

式( 26b)表明位错只能在 x 方向运动# 

4  数值算例与讨论

本节使用( 26a)式分析 bU= 0时夹杂与基体的相对刚度和压电效应对像力的影响,压电效

应的强弱用机电耦合系数 k = e
2
15/ ( C44J11) 表征# 作用于位错的像力规范化为:

  F img =
2P( x

2
0- a

2
) x 0

C
(1)
44 b

2
3a

2 Fx# (27)

图 2 像力随相对刚度 C ( 2)
44 / C

(1)
44 的变化规律   图 3  像力随相对压电常数 e ( 2)15 / e

( 1)
15 的变化规律

图 2给出了基体不同时像力 F img随相对刚度 C
( 2)
44 / C

(1)
44 的变化规律# 基体的材料常数如

表1, k = 0表示基体为非压电材料; 夹杂为非压电材料# 从图2可以发现: 1) 机电耦合越强,

像力越大; 2) 软夹杂( C
(2)
44 / C

(1)
44 < 1) 也可能排斥位错# 对于非压电材料,软夹杂只能吸引位

错[ 13]# 

表 1 基体的材料常数

材  料 C44 @ 1010/ N/m2 e 15/ C/m
2 J11 @ 10- 10/ C/Vm k

PZT_6B 2171 416 36 01271

PZT_5H 3153 17 151 01542
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图 3给出了像力 F img随相对压电常数 e
(2)
15 / e

(1)
15 的变化规律# 基体为PZT_5H压电陶瓷;夹

杂假定为任意的压电材料, J
(2)
11 / J

(1)
11 = 1, e

(2)
15 / e

( 1)
15 < 0表示基体与夹杂的极化方向相反# 图

3表明了相同于图 2的相互作用机理# 
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On the Electroelastic Interaction of a Piezoelectric

Screw Dislocation With an Elliptical Inclusion

in Piezoelectric Materials

LIU Jin_xi,  JIANG Zhi_qing,  FENGWen_jie

( Departm ent of Mechan ics an d Engineer in g , Shijia zhuang Railw ay

Inst itute , Shijiazhuan g 050043, P R China )

Abstract: The electroelastic interaction of a piezoelectric screw dislocation with an elliptical inclusion

in piezoelectric materials is considered. The electroelastic fields in both the matrix and the inclusion

were given explicitly by using the perturbation concept and the method of Laurent series expansion.

Furthermore, the expressions of the image force acting on a piezoelectric screw disolcation were ob-

tained. Numerical examples are provided to reveal the effect of piezoelectricity and the relative stiff-

ness between the inclusion and the matrix on the image force. Consequently, the new interaction

mechanism is found.

Key words: piezoelectric material; inclusion; dislocation; image force
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