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摘要:  在 Kovalev方法基础上运用不变流形研究非线性系统的能控制性问题, 得出了一类仿射非

线性系统能控的必要条件,讨论了必要条件的实现问题,研究了带有两个陀螺的刚体运动,证明了

它满足能控性的必要条件# 
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1  引言及预备知识

近年来,由于采用微分几何方法,使得非线性系统控制理论获得了巨大的发展[ 1~ 8]# 乌克

兰科学院A.M.Kovalev首次把刚体动力学中发展起来的有向流形方法运用于非线性控制系

统, 得到了一系列深刻的结果, 并在不变中心引力场中的刚体运动控制中得到了应用[ 9]由于

寻找控制系统的有向流形是相当复杂的工作, 类似于稳定性理论中李雅普诺夫函数的构造问

题# 本文在 Kovalev 方法的基础上用不变流形[ 9]研究非线性控制系统的能控性,使问题得到简

化,并且不变流形的构造较为容易,将有利于在刚体动力学控制中的应用# 下面给出有关预备

知识
[ 9]

:

给定非线性控制系统

  Ûx = f ( x, u) , (1)

其中 x I D为状态向量, D为R
n中的区域;允许控制 u为有界可测函数, u = u( t ) I U A R

m
,

t I T < [ 0, + ] ) ,并假定对所有允许控制, f ( x, u) 在 D @ U上连续可微,且对任一允许控

制,系统(1) 满足解的存在唯一条件# 

定义 111  如果对任意两点 x0, x1 I D, 存在允许控制 u( t ) ,使得系统(1) 相应的解 x( t )

对某个 t 1 \ t 0 满足: x( t ) I D, P t I [ t 0, t 1] ,且

  x( t 0) = x0,  x( t 1) = x1,

则称控制系统( 1)在区域 D < R
n 中能控# 

定义 112  对于点 x1, x2 I D A R
n
,若存在系统(1) 的轨线 x( t ) ,使得
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  x( t 1) = x1,  x( t 2) = x2   (0 [ t 1 [ t 2 < ] ) ,

则称点 x2 为由点 x1可达的# 

定义 113  由点 x I D可达的D中点的集合称为点x的正轨道,记作Or+ x; D中可达x的

所有点集称为点 x 的负轨道,记作 Or
-

x # 

定义 114  集合 K A D 的正轨道记作Or+ K = G
x I K

Or+ x;集合K A D 的负轨道记作 Or-

K = G
x I K

Or
-

x # 

定义 115  若流形 M A D 具有下列性质之一:

1) M = Or
+
M ;

2) M = Or- M ;

则称 M 为系统(1) 的有向流形, 亦称定向流形 ( Oriented Manifold)# 

我们引用文献[ 9]中的结论:

定理 111  任意点 x I D 的正轨道 Or+ x 包含系统(1) 的有向流形# 

定理 112  系统( 1)能控的充分必要条件是 P x I D,有 Or+ x = D# 

定理 113  系统( 1)能控的充分必要条件是没有系统( 1)的非平凡有向流形 N ,即 N < D

但N X ª , N X D # 

2  能控性的必要条件

A. M. Kovale在[ 9]中给出了控制系统( 1)能控的必要条件,然而,由于寻找控制系统的定

向流形工作十分复杂,应用上较难# 下面,我们讨论一类力学中大量存在的特殊的仿射非线性

系统,首先在文献[ 10]的基础上提出下列的定义和定理# 

定义 211  假设函数 U( x) , x I D ,连续可微,若流形M = x I D, U( x) = 0 满足下列

条件:

1) dimM = s < n;

2) 对于任一允许控制 u ( t ) 及系统(1) 相应的轨道 x ( t ) ,若存在 t
* I T, 使得 U( x( t

*
) )

= 0,则对任意 t I T, 有 U( x ( t ) ) = 0;

则称流形 M 为系统(1) 的不变流形 ( invariant manifold)# 

显然,对于不变流形M ,成立Or+ M = Or- M = M ,即不变流形是有向流形的特殊情形,从

而由定理 113有:

定理 211  若系统( 1)能控,则区域 D 中不存在系统(1) 的非平凡不变流形# 

为了研究不变流形 M的存在问题,应当从分析系统(1) 在任一 x I D 的速度向量场f ( x ,

u) 开始# 因为对任意 p I M ,向量 f ( p , u) (对任意的 u I U) 都属于不变流形 M 在p 点的

切空间,记为 Tp (M )# 设 dimM = s, 则 Px I M ,有[ 2]

  dimT x (M ) = s ,

从而由不变流形定义的条件 1)可知,要使不变流形存在,必须成立dimTx (M ) = s < n, Px I

M# 下面, 我们给出向量场 f ( x, u) 位于 s 维子空间的条件
[ 11]# 

引理 211  Px I D,曲面 z = f ( x, u ) ( u I U A R
m
) 位于 s 维子空间R

s < R
n中的充

要条件为
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  rank 5 ( x , u) [ s   ( P( x , u) I D @ U) # 

其中,

  5 ( x, u) = f ( x , 0) ,
5f
5 u1

, ,,
5f
5 um

,
52
f

5 u15 u2
, ,,

5nf
5 um- 15 un- 1

m
,
5nf
5 unm

# (2)

定义 212  我们称式( 2)中的 5( x , u) 为系统(1) 在 D 上的矩阵特征函数# 

这样,我们有如下定理:

定理 212  若系统( 1)在 Q < D 上的矩阵特征函数 5 ( x , u) 满足:

  rank 5 ( x , u) = n   ( P u < U) ,

则 Q 中不存在系统(1) 的不变流形# 

证明:用反证法,若 Q中存在系统(1) 的不变流形M A Q# 由定义211有dimM = s < n ,

则 P x I M 有 dimT x (M ) = s, 从而 f ( x, u ) 位于 s 维子空间 R
s < R

n 中, 由引理 211有

rank 5 ( x, u) [ s < n,与题设矛盾# 从而说明 Q 中不存在系统(1) 的不变流形# 

推论 211  若 D 中存在系统(1) 的不变流形 M ,则必成立

  rank 5 ( x , u) [ s < n  ( x I M < D )# 

为了讨论 D 中存在系统 (1) 的不变流形的条件, 我们在下列定理中认为流形 M =

x I D; U( x ) = 0 , U( x) 在 D上连续可微,且 dimM = s < n# 

定理 213  若 U( x) 满足下面的偏微分方程

  E
n

i= 1
fi ( x, u)

5 U
5 xi = K( x, u ) U, (3)

其中 f = ( f 1, f 2, ,, f n)
T
, K( x , u) 在 D @ U上连续,则 M < D是系统(1) 的不变流形# 

证明:将函数 U( x) 沿轨线 x( t ) 对 t 求导,有

  d U
dt

= E
n

i= 1

f i ( x , u)
5 U
5 xi

,

再由( 3)可得
dU
dt

= K( x, u) U,从而 U( x( t ) ) 有下列形式

  U( x ( t ) ) = C exp(QK( x, u)dt ) ,
若存在 t

* I T,使 U( x( t
*
) ) = 0, 则可得 C = 0,从而对 P t I T,有

  U( x ( t ) ) = 0# 

由定义211, M = x I D; U( x ) = 0 是系统(1) 的不变流形# 

定理 214  给定系统

  Ûx = X ( x) , (4)

其中 x I D < R
n 为状态向量# 若流形 M 是系统(4) 的不变流形, 则存在 D 上的连续函数

K( x) ,使 U( x) 满足偏微分方程

  E
n

i= 1
X i

5 U
5x i = KU# (5)

证明  参看文献[ 12]# 

下面我们研究一类特殊的非线性系统的能控性问题# 

考察系统

  Ûx = f ( x, u) , (6)
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其中   f ( x , u) = E
s

i = 1

Ai ( x, u) f i ( x) , Ai ( x, u) 在 D @ U上连续, x和 u 的假设见(1) 式# 

我们称系统

  Ûx = fi ( x)   ( i = 1, 2, ,, s) , (7)

为系统( 6)的基系统, 并有下面的定理:

定理 215  若流形 M = x I D; U( x ) = 0 为基系统(7) 中 s 个系统的公共不变流形,

则它必是系统( 6) 的不变流形# 

证明  因为 M 是Ûx = fi ( x) ( i = 1, 2, ,, s) , 的公共不变流形,

所以由定理 214,存在 D 上的连续函数Ki ( x) ,使 U( x) 满足下列偏微分方程组

  E
n

j= 1
fij

5 U
5 xj = KiU   ( i = 1, 2, ,, s ) , (8)

其中, f ij 为函数f i ( x) 的和 j 个分量, ( j = 1, 2, ,, n)# 

由于 f ( x , u) = E
s

i = 1

Ai ( x, u) f i ( x) , 将(8) 的 s个方程两边分别乘以Ai ( x, u ) , i = 1, 2, ,,

s ,再把这所得的 s 个方程两边分别相加,得

  E
n

j= 1
f j ( x, u)

5 U
5xj = K( x, u) U, (9)

其中 K( x, u) = E
s

i= 1

Ai ( x, u) Ki ( x) 为 D @ U上的连续函数,则由定理213, M < D 为系统(6)

的不变流形# 证毕# 

这样,我们有系统( 6)能控的必要条件# 

定理 216(能控性必要条件)  存在某集 K < D 使系统(6) 满足

  rank 5 ( x , u) [ s < n, P( x, u) I K @ U# (10)

若该系统在 D 中可控,则偏微分方程组(8) 不存在满足如下条件的解 U( x) : 它使流形 M =

x I D; U( x ) = 0 为 D 的非平凡子集# 

证明  按照推论 211,秩条件( 10)是 D 中不变流形存在的必要条件# 

用反证法# 若满足定理条件的解 U( x) 存在, 按定理 213, M = x I D; U( x) = 0 (按

假设, 不妨认为在M上有 rank 5 ( x , u) [ s < n)为基系统(7) 的公共不变流形, 再由定理215,
M 是系统(6) 的不变流形# 最后, 由定理211,可推出与系统(6) 能控的假设相矛盾# 

下面,我们考虑一种仿射非线性系统的能控性问题# 设

  Ûx = f ( x, u) , (11)

其中

  f ( x, u ) = f 1( x ) + ,+ f n- m( x ) + u1f n- m+ 1( x ) + ,+ umf n( x) , 且设 m+ 1 < n ,

为此,先给出如下引理:

引理 212  假设函数 f ij ( x ) , Ki ( x) , i , j = 1, 2, ,, n ,在 D 上连续可微, 方程组

  E
n

j= 1

fij ( x)
5 U
5 xj

= Ki ( x) U  ( i = 1, 2, ,, n)# (12)

相容且 det +fij ( x) + X 0,则它的解有形式

  U= CexpU( x ) , (13)

其中 U( x) 是变量 x 的函数, C 为常数, det +f ij ( x ) +表示方阵[ f ij ( x ) ] n@ n 的行列式# 
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证明  由于( 12)相容且 det +f ij ( x) + X 0,关于
5 U
5 xj
解方程组(12) ,得相容方程组

  5 U
5 xi

= Li ( x) U   ( i = 1, 2, ,, n)# (14)

方程组( 14)相容意味着

  
5Li
5 xj

=
5 Lj
5 x i

( i , j = 1, ,, n) ,

于是有

  Li =
5U
5 xi

, (15)

其中 U为变量x 的函数,代(15) 入(14) 再积分可得(13) 的形式# 证毕# 

定理 217  设系统( 11)在 D上满足 $n ( x) > det +fij ( x) +不恒为0, 若它在D 上能控,则

下列条件之一成立:

1) $n( x ) X 0, Px I D;

2) 当 $n ( x) = 0在 D中的一个非平凡子集上成立时,集合 M = x I D; $n( x) = 0 不

包含基系统

  Ûx = fi ( x)   ( i = 1, 2, ,, n) (16)

的公共不变流形# 

证明  先计算( 11)的矩阵特征函数,由( 2)式有

  5 ( x, u) = [ f 1( x) + ,+ f n- m( x) , f n- m+ 1( x ) , ,, fn ( x) ]# 

由系统( 11)的假设知

  rank 5 ( x , u) [ m + 1 < n( P( x, u ) I D @ U)# 

现考虑定理 216的条件,当 $n( x ) X 0, Px I D 成立时,由引理 212,方程组(8) (或(12) )

的解 U( x ) 或者恒为 0,或者恒不为 0,则 M 不可能成为D 中系统(11) 的非平凡不变流形# 

当 $n( x) = 0在 D中非平凡子集上成立时, 则由定理215,因为基系统(16) 的公共不变流

形就是系统(11) 的不变流形,为保证系统(11) 能控,必然要求本定理中条件 2) 成立# 

证毕# 
评注  1b仿射非线性系统( 11)有其实际的物理背景, 因而研究它有现实意义# 由于非线性系统的复杂

性,我们仅考察了它能控的必要条件; 尽管条件不是充分的, 但它消除了实际系统设计中破坏系统能控性的一

些因素,因此仍然是有意义的# 

2b在函数 f ( x, u) 可分解的情况下, 即 f ( x, u) = E
s

i= 1

Ai ( x, u ) f i( x) , 摆脱了控制变量 u 的任意性来研究

能控性的必要条件,从而使得这些条件易于验证# 

3  能控性必要条件的实现

为了寻找定理 217中流形 M 是否包含基系统(16) 的不变流形,可采用如下方法:

设函数 f ( x) 足够多次连续可微,作流形

  M = x I D; f ( x) = 0 # 

对于系统

  Ûx = X ( x) , (17)

作序列
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  f
( i )
( x)  ( i = 0, 1, 2, ,) ,

其中

  f
( i )
( x) = E

n

j= 1
X j ( x)

5f ( i- 1)
( x)

5 xj , ( f
( 0)
( x) = f ( x ) )# 

定理 311  若集合
  N : f

( i )
( x) = 0  ( i = 0, 1, 2, ,) ,

非空,则在 M 中关于(17) 的不变流形由 N 定义[ 10]# 

4  带有两个陀螺的刚体运动的能控性

411  运动方程

我们来研究受陀螺控制的刚体关于质心的运动# 设有一运动刚体 B, 有两陀螺由其轴固

定在刚体 B 上作无摩擦旋转[ 12]
(图 1)# 其运动可由如下方程来描述:

  

A 1 Ûw 1 = ( A 2- A 3) w 2w3+ N1( A2w 3- A3w2) +

   N2( B2w 3- B3w2) - A1ÛN1- B1ÛN2,

A 2 Ûw 2 = ( A 3- A 1) w 3w1+ N1( A3w 1- A1w3) +

   N2( B3w 1- B1w3) - A2ÛN1- B2ÛN2,

A 3 Ûw 3 = ( A 1- A 2) w 1w2+ N1( A1w 2- A2w1) +

   N2( B1w 2- B2w1) - A3ÛN1- B3ÛN2,

(18)

其中, w i和 Ai , Bi ( i = 1, 2, 3) 分别是刚体角速度向量在主轴上的投影以及两陀螺角动量方向

的两单位向量; N1, N2是两陀螺角动量的大小, 它们可视为控制参数; Ai ( i = 1, 2, 3) 是刚体惯

量主矩; ÛN1, ÛN2是施于两陀螺的力矩# 

412  两陀螺转轴互相垂直时刚体能控性的讨论

当刚体两陀螺转轴互相垂直时,我们可根据

  ( A1, A2, A3) = (0, 0, 1) , ( B1, B2, B3) = (0, 1, 0)

来建立坐标系(图 2) ,并在方程( 18)中令 ÛN1 = u1, ÛN2 = u2, 将方程(18) 化成如下形式:

  

A 1 Ûw 1 = ( A 2- A 3) w 2w3- N1w2+ N2w3,

A 2 Ûw 2 = ( A 3- A 1) w 3w1+ N1w1- u2,

A 3 Ûw 3 = ( A 1- A 2) w 1w2- N2w1- u1,

ÛN1 = u1,

ÛN2 = u2# 

(19)

方程( 19)可写成仿射非线性系统( 11)的形式,

  Ûx = f 1( x) + f 2( x) + f 3( x ) + u1f 4( x ) + u2f 5( x) , (20)

其中

  x = (w 1, w 2, w3, N1, N2)
T I R

5
,  u = ( u1, u2)

T I R
2
,

  f 1( x) = ( a1w 2w3, a2w3w 1, a3w1w 2, 0, 0)
T
,

  f 2( x) = (- b1N1w 2, b2N1w1, - b3N2w 1, 0, 0)
T
,

  f 3( x) = ( b 1N2w 2, 0, 0, 0, 0)
T
,

  f 4( x) = (0, 0, - b3, 1, 0)
T
,

  f 5( x) = (0, - b2, 0, 0, 1)T
,
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图 1  两陀螺转轴成任意角     图 2  两陀螺转轴互相重直

  a1 = ( A 2- A 3) / A 1,

  a2 = ( A 3- A 1) / A 2,

  a3 = ( A 1- A 2) / A 3,

  b1 = 1/ A 1,  b 2 = 1/ A 2,  b3 = 1/ A 3,

根据定理 217,我们计算 $5 = det +f ij +( i , j = 1, 2, ,, 5) ,

  $5 = - b1w
2
2w 3N2( a2 b3w 3N2+ a3b 2w 2N1)# (21)

若 D5 X 0,则据定理 217,系统(20) 满足能控的必要条件;

若 $5 = 0,则检验 $5 = 0定义的集合包含关于基系统(由5个子系统构成)

  Ûw 1 = a1w 2w3,  Ûw 2 = a2w3w 1,  Ûw 3 = a3w 1w2,

  ÛN1 = 0,  ÛN2 = 0, (22)

  Ûw 1 = - b1N1w2,  Ûw 2 = b2N1w1,  Ûw 3 = - b3N2w1,

  ÛN1 = 0,  ÛN2 = 0, (23)

  Ûw 1 = b 1N2w 3,  Ûw 2 = Ûw 3 = ÛN1 = ÛN2 = 0, (24)

  Ûw 3 = - b3,  ÛN1 = 1,  Ûw 1 = Ûw 2 = ÛN2 = 0, (25)

  Ûw 2 = - b2,  ÛN2 = 1,  Ûw 1 = Ûw 3 = ÛN1 = 0, (26)

的公共不变流形的条件# 

我们根据定理 311进行检验# 为了研究方便,首先从子系统( 26)入手, 按( 26)计算 $5的

各阶导数(实际上也可以从其它子系统入手) # 

  Û$5(26) =
5 $5

5w 2
Ûw 2+

5 $5

5N2
ÛN2

(26)
=

- b 1w
2
1w 3(- a3 b

2
2N1N2+ 2a2 b3w 3N2+ a3 b2w2N1) ,

其中 / (  ) | ( 26)0 表示在括号中的导数项 Ûw 2, ÛN2分别用(26) 中的 Ûw 2 = - b2和 ÛN2 = 1来代换,

以下类同# 

  &$5(26) =
5Û$5

5w 2
Ûw 2+

5Û$5

5N2
ÛN2

(26)
=

- 2b1w
2
1w 3( a2 b3w 3- a3 b

2
2N1) ,

  $( 3)
5(26) = $( 4)

5( 26) = 0# 

令
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$5 = 0,

Û$5(26) = 0,

&$5(26) = 0,

(27)

则系统( 27)有下列 3个本质上不同的解:

  w 1 = 0, (28)

  w 3 = 0, (29)

  

a2 b3w3 - a3 b
2
2N1 = 0,

- a3b
2
2N1N2 + 2a2 b3w3N2+ a2 b2w 2N1 = 0,

a2 b3w3N2+ a3b2w 2N1 = 0# 

( 30a)

( 30b)

( 30c)

1b  对于由( 28)定义的流形 M1 = ( w, N) ; w1 = 0 ,要使 M1包含子系统(23) 的不变流

形的条件为 N1= 0或w 2= 0# 但流形M
c
1 = ( w, N) ; N1 = 0 不包含系统(25) 的不变流形(因

为在(25) 中 ÛN1 = 1) ,流形 M
d
1 = ( w, N) ; w2 = 0 不包含系统(26) 的不变流形(在(26) 中 Ûw 2

= - b2) ,从而 M1中不可能含基系统(22) ~ (26) 的公共不变流形# 

2b  对于由( 29)定义的流形 M2 = ( w, N) ; w 3 = 0 , 它不包含子系统(25) 的不变流形

(在(25) 中 Ûw 3 = - b3) , 从而 M 2不包含基系统(22) ~ (26) 的公共不变流形# 
3b  下面着重讨论由( 30)定义的流形 M3 = ( w, N) ; ( w, N) 满足(30) 是否包含基系统

(22) ~ ( 26) 的公共不变流形# 为此, 先将(30) 等价变形:

当 a2 = 0时, N1 = 0是(30) 的解,但流形 M
c
1 = ( w, N) ; N1 = 0 不包含系统(25) 的不变

流形, (因为在( 25) 中 ÛN1 = 1) ,从而舍去这种情形的讨论# 

当 a2 X 0时,由(30a) 式得 w3 =
a3 b

2
2N1

a2b3
, 代入(30c) 得

  a3 b2N1( b2N2+ w 2) = 0, ( 30d)

再将 w 3 =
a3b

2
2N1

a2 b3
代入(30b) 得

  a3 b2N1( b2N2+ w 2) = 0# (30e)

( 30d)与( 30e)是同一个方程,从而( 30)等价地化为:

  
a2 b3w3 = a3 b

2
2N1   ( a2 X 0) ,

a3 b2N1( b2N2+ w 2) = 0,
(31)

又因为 N1 X 0, b2 = 1/ A 2 X 0,从而(31) 化为

  
a2 b3w3 = a3 b

2
2N1   ( a2 X 0) ,

a3( b2N2 + w 2) = 0# 
(32)

在( 32)中,当 a3 = 0时, 由(32) 中第一式可得 w 3 = 0,但 M2 = ( w, N) ; w 3 = 0 不包含

子系统(25) 的不变流形,从而, 当 a3 X 0时, (32) 又转化为

  
a2 b2w3 = a3 b

2
2N1  ( a2 X 0, a3 X 0) ,

b2N2+ w2 = 0# 
(33)

下面讨论( 33)是否包含( 22) ~ ( 26)的公共不变流形# 

将( 33)按子系统( 23)求导, 则

  
a2 b3Ûw 3 = a3b

2
2ÛN1

b2ÛN2+ Ûw 2 = 0 (23)

]
- a2b

2
3N2w1 = 0

b2N1w 1 = 0
] w 1 = 0,
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但 M1 = ( w, N) ; w1 = 0 不包含基系统(22) ~ (26)的公共不变流形(1b中已讨论)# 这

样, (33) 就不包含基系统( 22) ~ (26) 的公共不变流形# 

从而由3b的讨论过程可知, ( 30)不包含( 22) ~ ( 26)的公共不变流形# 

综合 1b, 2b, 3b的讨论可知,集合 M = ( w, N) ; $5 = 0 不包含基系统(22) ~ (26) 的公共

不变流形,按定理 217, 系统(19) 满足能控性必要条件# 

413  两陀螺转轴成任意角时刚体能控性的讨论

当两陀螺转轴成任意 A(0 < A< P) 角时, 我们可根据条件

  ( A1, A2, A3) = (0, 0, 1) ,

  ( B1, B2, B3) = (0, B1, B2) ,

  B2
2+ B2

3 = 1

来建立坐标系, 并按定理 217来讨论系统能控性必要条件# 讨论方法同 412节,为节省篇

辐起见,此处略去# 讨论的结果为系统仍然满足能控性必要条件# 

当两陀螺转轴平行时,相当于刚体内只含一个陀螺转动的情况, 由 A. M. Kovalev 在文[ 9]

中的结论,含有一个陀螺的刚体运动不可控, 故两陀螺转轴平行时刚体运动不可控# 
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The Invariant Manifold Method and the Controllability

of Nonlinear Control System

YANG Liu

( 11Depar tm ent of Chemical Pr ocessin g Machin er y , Sichuan

Un iver sity , Chengdu 610065, P R China )

Abstract: The problem of controllability of nonlinear control system is a significant field which has an

extensive prospect of application. A. M. Kovalev of Ukraine Academy of Science applied the oriented

manifold method developed in dynamics of rigid body to nonlinear control system for the first time and

obtained a series of efficient results. Based onKovalev. s oriented manifold method, firstly, by invar-i

ant manifold method the problem of controllability of nonlinear control system was studied and the

necessary condition of the controllability of a kind of affine nonlinear system was given out. Then the

realization of the necessary condition was discussed. At last, the motion of a rigid body with two ro-

tors was investigated and the necessary condition which is satisfied by this system was proved.

Key words: nonlinear control system; controllability; oriented manifold; invariant manifold; basic

system; dynamics of rigid body
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