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摘要: � 得到了 2D的弱阻尼 KdV方程在窄域上 blow_up时间估计��
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引 � �言

由于高维耗散孤立波方程的动力学行为的复杂性, 该类问题研究难度较大��在[ 1]、[ 2]、

[ 3]中提出由 Lax导出的 2维KdV方程, 在[ 3]获得耗散孤立波方程解的存在性��本文在[ 3]、

[ 4]基础上, 研究窄域上 2D弱阻尼KdV方程的长期动力学行为的关键问题:窄域上 2D弱阻尼

KdV方程的 blow_up的时间估计��

本文研究的 2D弱阻尼的 KdV方程如下:

� � ut + uxxx - ��u + �u + ( u�� ) u = 0, � � �, � > 0, ( 1)

� � x = ( x 1, x 2) � �� � R
2
,

� � u( x1 + 2�, x 2, t ) = u( x 1, x 2 + 2�, t ) = u ( x 1, x 2, t ) , � � t � 0, ( 2)

� � u( x , 0) = u0( x ) , ( 3)

其中 �� = [ 0, 2�] � [ 0, 2��] 为 R
2中 2D窄域, 0 < � � 1是较小的某个数�� u = ( u1, u2) �

L
p
( ��) 且满足旋度为 0, 即

� � curlu = 0��

方程( 1) ~ ( 3)的解的存在性及唯一性见[ 3]��

本文,引入如下符号:

设 Q = [ 0, 2�] , �� = [ 0, 2�] � [ 0, 2��]�� 任意 y � ��,则 y = ( y 1, y 2) ,其中 y 1 � [ 0,

1002

� 应用数学和力学,第 21 卷 第 10 期( 2000 年 10月)

� �Applied Mathematics and Mechanics
� � � � � � � � � � 应用数学和力学编委会编重 庆 出 版 社 出 版 �

� 收稿日期: � 1999_06_25; 修订日期: � 2000_05_10

基金项目: � 国家自然科学基金资助项目( 19601020) ; 江苏省青年科技基金资助项目( BQ98023) ; 江苏省

青蓝工程基金资助项目

作者简介: � 田立新( 1963� ) ,男, 江苏省姜堰人,教授, 博士,江苏理工大学非线性科学研究中心主任,

江苏省跨世纪学术带头人,在国内外较重要的杂志发表论文 50 余篇( E_mail: tianlx@ jsust.

edu. cn) .



2�] , y2 � [ 0, 2��]�� 定义 R
2 实值函数 U � L

p
( ��) ,并引入新范数

� � | U | Lp( �
�
) = �

- 1/ p � U � Lp( �
�
) ,

其中 � � � 是 L
p 范数, 对 p = 2,相应的新内积定义为:

� � �U, V�L
p

( �
�
) = �- 1

( U, V) L
2
( �
�
) ,

其中 (�, �) 记为 L
p
( �) 中内积�� 设 U � L

2
( ��) ,定义投影算子 M 如下:

� � V = MU,其中 V = V( y 1) =
1

2���
2��

0
Udy 2��

则 M: L
2
( ��) � 仅含变量 y 1的函数的闭子空间�� 易证 M 是一个正交投影, 其正交补 I - M

为 W = ( I - M) U�� 易得

� � | U |
2
L

2
( �
�
) = | V |

2
L

2
( �
�
) + | W |

2
L

2
( �
�
)��

作如下变换,令 x 1 = y 1, x 2 = �- 1
y2, Q2 = [ 0, 2�] � [ 0, 2�]�� 定义

� � � � = ( Dx
1
, �- 1

Dx
2
) , �� = D

2
x

1
+ �- 2

D
2
x

2
, � 3

� = ( D
3
x

1
, �- 3

D
3
x

2
)��

定义 u = u( x ) 使 u ( x ) = U( y ) ,其中 x、y 如上是线性相关的�� 记(�, �) 为 L
2
( Q2) 中的内

积�� 则对 p > 1, 下述等式成立:

� � | U | L
p
( �
�
) = � u � L

p
( Q

2
)��

则有下述 Sobolev 空间中范数满足的不等式

� � � u � H
1
( Q

2
) � | U | H

1
( �
�
) � �- 1 � u � H

1
( Q

2
),

� � � u � H
2
( Q

2
) � | U | H

2
( �
�
) � �- 2 � u � H

2
( Q

2
)��

与上述投影定义类似可以定义 Q2中的投影算子 M 及I - M:

� � v = Mu ,

其中 � � v = v( x 1) =
1

2��
2�

0
u( x ) dx 2, w = ( I - M ) u��

在这些符号下, 方程( 1) ~ ( 3)成为

� � ut + � 3
�u - ���u + �u + ( u�� �) u = 0, � � �, � > 0, ( 4)

� �
u = u( x , t ) , x = ( x 1, x 2) ,

u( x1 + 2�, x 2, t ) = u( x 1, x 2 + 2�, t ) = u ( x 1, x 2, t ) ,
( 5)

� � u( x , 0) = u0( x ) 也以 2�为周期�� ( 6)

将投影算子 M 及I - M 用于( 4) 二边,得到

� �
vt + � 3

�v - ���v + �v + M ( ( u�� �) u ) = 0,

w t + � 3
�w - ���w + �w + ( I - M ) ( ( u�� �) u) = 0,

( 7)

其中 u = v + w�� 为证明( 4) ~ ( 6) 的吸收集的存在性, 我们引出( 7) 的约化方程如下,在( 7)

中取 v = �v , w = 0, 则 u = �v , 由( 4) 式得到

� �
�v t + � 3

��v - ����v + ��v + ( �v �� �) �v = 0,

�v ( x , 0) = v0( x ) = Mu0��
( 8)

注意到 u = �v 是二维的,可设 �v = ( �v 1, �v2) , 则由( 8) 式得到

� � �v 1, t + � 3
��v1 - ����v 1 + ��v1 + �v 1Dx

1
�v 1 = 0, ( 9)

� � �v 2, t + � 3
��v2 - ����v 2 + ��v2 + �v 1Dx

1
�v 2 = 0, ( 10)

其中( 9)式是一个关于 �v 1的一维弱阻尼KdV方程, ( 10) 式是关于 �v2的一个线性方程��
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1 �主 要定 理

命题 1�1(见[ 4]、[ 5]、[ 6] ) �对一维的弱阻尼KdV方程

� �

u t + uxxx - �uxx + �u + uux = 0, � � �, �> 0,

u( x + 2�, t ) = u( x , t ) � L
2
( [ 0, 2�] ) = X , � � t � 0,

u( x , 0) = u0( x )��

( 11)

则( 11)式具有整体吸引子A并且存在常数 �0, �1使得

� � lim
t � �

sup | S( t ) u0 |
2 � �20,

� � lim
t � �

sup | A1/ 4
S ( t ) u0 |

2 � �21,

其中A = �4
/ �x 4

, S ( t ) 是( 11) 对应的解半群�� 进一步,在 X = L
2
[ 0, 2�] 中存在半径为 2�0、

2�1 的吸收球�� 记 X
1/ 4为算子 A1/ 4 的定义域��

本文定义无界线性算子A�u = �2
�u,则

� � A
1/ 2
� u = - ��u , | A

1/ 4
� u | = | � �u | , | A

3/ 4
� u | = | � 3

�u | ��

仿照[ 7]、[ 8]可得

1) | ( ( u�� �) v , w ) | � C | v |
1/ 2

| A1/ 4
� u | | A1/ 4

� v | | w |
1/ 2

| A
1/ 4
� w |

1/ 2
, ( 12)

其中 C 与�无关, u, v , w � L
2
( ��) 或 L

2
( Q2) ;

2) | ( ( u�� �) u , w ) | � C | u |
1/ 2

| A1/ 4
� u |

3/ 2
| w |

1/ 2
| A1/ 2
� w |

1/ 2
, ( 13)

其中 C 与�无关, u, w � L
2
( Q2)��

命题 1�2(见[ 9]、[ 10] ) �考虑( 11)式,则存在正数 �、L及数值函数D, D在 | u0 | 处实值解

析,使得对于解半群 S( t ) 满足

� � | A1/ 4
S ( t ) u0 |

2 � e- 2�t
D + L , � � t � 0��

命题 1�3(见[ 9]、[ 10] ) �给定 k 满足0 < k < 1,则存在正数 bi , i = 1, 2,使得对所有 u0 �

X
1/ 4

,成立

� � | A1/ 4
S ( t ) u0 |

2 � L + k | A1/ 4
u0 |

2
, � � t � T 0,

其中 L 为常数,且 T 0 = b1exp( b2 | A1/ 4
u0 |

4
)��

定理 1�1�给定初值 u0,对方程( 1) ~ ( 3) ,设 D (A1/ 4
� ) 中 blow_up时间为

� � T
*

= T
*

( u0) = sup t : sup
0� s� t

| A
1/ 4
� u( s ) | < � ,

则 T
* � k / | A1/ 4

� u0 |
2
,其中 k 为常数且 k 与初始条件无关��

定理 1�2 �设 B0 > 0, C0 > 0, h = h( �) 给定, 则存在 �0, 0 < �0 � 1, B1 � B 0, C1 > C0,

T 1 = T 1( �) > 0,对 0 < �< �0,当 | A
1/ 4
� v 0 |

2 � B
2
0 h

- 2
, | A

1/ 4
� w 0 |

2 � C
2
0�

- 1
h

- 1
时成立

� � | A1/ 4
� v ( T 1) |

2 � B
2
1 h

- 2
, | A1/ 4

� w ( T 1) |
2 � C

2
1�

2
h

- 2
,

其中 �0、B1、C1 为依赖于 B0、C0但不依赖于 �的常数且� � 0+ 时 T 1( �) � 0��

� � | A1/ 4
� v ( T 1) |

2 � B
2
1 h

- 2
, | A1/ 4

� w ( T 1) |
2 � C

2
1���

定理 1�1, 1�2是我们证明窄域上 2D弱阻尼KdV方程存在局部吸引子的关键��关于该类

方程在窄域上 2D时局部吸引子的存在性我们另文给出��

2 �定理的证明

定理 1�1的证明
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方程( 4)与A1/ 2
� u作内积,则得到

1
2

d
dt

| A
1/ 4
� u |

2
+ ( � 3

�u, A
1/ 2
� u) + � | A

1/ 2
� u |

2
+ � | A

1/ 4
� u |

2
+ ( ( u�� �) u, A

1/ 2
� u) = 0,

1
2

d
dt

| A1/ 4
� u |

2
+ ( � 3

�u, A1/ 2
� u) + � | A1/ 2

� u |
2 � � | A1/ 4

� u |
2
+ | ( ( u�� �) u,A1/ 2

� u) | ��

( 14)

因为

( � 3
�u ,A

1/ 2
� u) � C | A

1/ 2
� u | , | A

1/ 4
� u |

2 � | u | | A
1/ 2
� u | � C | A

1/ 2
� u | ,

| A3/ 4
� u |

2
= ( A5/ 8

� u ,A7/ 8
� u) � | A5/ 8

� u | | A7/ 8
� u | = ( A3/ 4

� u ,A1/ 2
� u)

1/ 2
| A7/ 8
� u | �

� � � � | A3/ 4
� u |

1/ 2
| A1/ 2
� u |

1/ 2
| A7/ 8
� u | ,

则

| A3/ 4
� u |

2 � | A1/ 4
� u |

2/ 3
| A7/ 8
� u |

4/ 3 � 1
3

| A1/ 2
E u |

2
+

2
3

| A7/ 8
E u |

2
,

| A
1/ 2
E u |

2
\ 3 | A

3/ 4
E u |

2
- 2 | A

7/ 8
E u |

2
# 

又由[ 4] ,

| A7/ 8
E u |

2
= + A3/ 8

E u +
2

[ C1 | A1/ 4
E A3/ 8

E u |
2

= C1 | A5/ 8
E u |

2
[ C2 | A3/ 4

E u | | A1/ 2
E u | [

    
C2 C3

2
| A3/ 4

E u |
2
+

C2

2C3
| A1/ 2

E u |
2
,

则

| A
1/ 2
E u |

2
\ ( 3 - C2 C3) | A

3/ 4
E u |

2
-

C2

C3
| A

1/ 2
E u |

2
,

所以

| A
1/ 2
E u |

2
\

( 3- C2C3) C3

C2 + C3
| A

3/ 4
E u |

2
# 

将上述不等式用于( 14)式,则得到

1
2

d
dt

| A1/ 4
E u |

2
+ C | A3/ 4

E u |
2
+ G | A1/ 2

E u |
2

[ C | A1/ 4
E u |

2
+

    C4 | A1/ 4
E u |

2
| A1/ 2

E u |
1/ 2

| A3/ 4
E u |

1/ 2
[

    C | A1/ 4
E u |

2
+

3
4

C5C
4/ 3
4

2
3

C6 | A
1/ 4
E u |

4
+

1
3C6

| A
1/ 2
E u |

2
+

4
C5

| A3/ 4
E u |

2
[

    CC | A1/ 2
E u |

2
+

1
2

C5C
4/ 3
4 C6 | A1/ 4

E u |
4

+
1

4C6
| A1/ 2

E u |
2
+

4
C 5

| A3/ 4
E u |

2
# 

则

1
2

d
dt

| A1/ 4
E u |

2
+ G- CC-

1
4C6

| A1/ 2
E u |

2
[

1
2

C5C
4/ 3
4 C6 | A1/ 4

E u |
4
+

4
C5

- C | A3/ 4
E u |

2
# 

取 C6,使 G - CC-
1

4C6
> 0,则得到

1
2

d
dt

| A1/ 4
E u |

2
+ G- CC-

1
4C6

( 3- C 2C3) C3

C2 + C3
| A3/ 4

E u |
2

[

    
1
2

C5 C
4/ 3
4 C6 | A1/ 4

E u |
4
+

4
C5

- C | A3/ 4
E u |

2
# 

则

  
1
2

d
dt

| A
1/ 4
E u |

2
[

1
2

C5C
4/ 3
4 C6 | A

1/ 4
E u |

4
+
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4
C5

- C -
( 4C 6 G - 4CCC6 - 1) ( 3 - C2 C3) C 3

4C 6( C2 + C3)
| A

3/ 4
E u |

2
# 

取 C3 及 C5使得

  
4

C5
> 0及

4
C5

- C -
( 4C6 G - 4CCC6 - 1) ( 3- C2C3) C3

4C6( C2 + C3)
= 0,

则得到

  
d

dt
| A1/ 4

E u |
2

[ C7 | A1/ 4
E u |

4
# 

考虑微分不等式 5c [ C7 5
2
, 可以得到 T

*
\ k/ | A1/ 4

E u0 |
2
,其中 k 为常数与初值u0无关# 

注 由定理 111, 我们很容易得到: 对给定的 R0, N > 1, 若 u0 I D(A 1/ 4) , 使 | A1/ 4
E u0 | 2

[ R0 , 则

| A1/ 4
E S ( t) u0 | 2

[ NR0, 当 0 [ t [ ( ( N - 1) / N )#( k / R0) ,其中 k 为常数, 且与 u0无关# 

定理 112的证明

若记 T
N

= ( ( N - 1) / N ) #( 1/ R 0) ,由定理 111及其注则 T
N

< T
*

( u0) , 其中 R0 = B
2
0 h

- 2

+ C
2
0 E

- 1
h

- 1
,或 R

2
0 [ 2B

4
0h

- 4
+ 2C

4
0E

- 2
h

- 2
# 则有 R

2
0 [ E

- 1
h

- 2
D

2
0,其中 D

2
0 = B

2
0 + C

2
0# 注意

到, 如果 T
*

< ] ,则当N y ] 时, T
N

y T
*

# 因此,在下述说明中我们只要考虑w 在区间[ 0,

T
N

) 中( N \ 2)# 由定理 111的注则得到在[ 0, T
N

) 上成立 | A1/ 4
E u( t ) |

2
[ NR 0# 方程( 4) 式

与A1/ 2
E w 取内积,则得到

  
1
2

d
dt

| A1/ 4
E w |

2
+ G | A1/ 2

E w |
2
+ C1 | A3/ 4

E w |
2

[

      | u |
1/ 2

| A1/ 4
E u |

3/ 2
| A1/ 2

E w |
1/ 2

| A3/ 4
E w |

1/ 2
[

      
1
2

C2 C
4/ 3

C3 | A1/ 4
E u |

2
+

C2C
4/ 3

4C3
| A1/ 2

E w |
2
+

4
C5

| A3/ 4
E w |

2
,

则

  
d

dt
| A1/ 4

E w |
2

[ C2 C
4/ 3

C3 | A1/ 4
E u |

4
+ 2

C2C
4/ 3

4C3
+

1
2C4

- G | A1/ 2
E w |

2
+

      2
4
C2

+
C4

2
- C1 | A3/ 4

E w |
2
# 

因为 w 的相应于 x 2的平均为零, 则有

  E- 2
| A1/ 2

E w |
2

[ | A3/ 4
E w |

2
, E

- 2
| A1/ 4

E w |
2

[ | A1/ 2
E w |

2
# 

取 C2 > 0, C3 > 0,使得

  2
C2 C

4/ 3

4C3
+

1
2C4

- G = - E
- 2

, 2
4

C2
+

C4

2
- C1 = 0# 

则

  d
dt

| A1/ 4
E w |

2
+ E

- 4
| A1/ 4

E w |
2

[
1
2

C
2
6N

2
R

2
0,

从而

  | A
1/ 4
E w ( t) |

2
[ e

- E
- 4

t
| A

1/ 4
E w 0 |

2
+

E
4

2 C
2
6N

2
R

2
0# 

由本定理假设, 得到

  | A1/ 4
E w ( t) |

2
[ e- E

- 4
t
C

2
0 E

- 1
h

- 1
+ E

4
C6N

2
( B

4
0 h

- 4
+ C

4
0 E

- 2
h

- 2
) =

      e
- E

- 4
t
C

2
0 E

- 1
h

- 1
+ C

2
6N

2
E

2
h

- 2
( B

4
0E

2
h

- 2
+ C

4
0)# 
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记 D1 = C
2
6N

2
( B

4
0 E

2
h

- 2
+ C

4
0) ,对 0 < E [ 1,则

  | A1/ 4
E w ( t) |

2
[ e- E

- 4
t
C

2
0 E

- 1
h

- 1
+ E

2
h

- 2
D1# ( 15)

若 t = T 1, e
- E- 4t

C
2
0 E

- 1
h

- 1
= E

2
h

- 2
D1,则

  T 1 = - E
4lg

E3
h

- 1
D1

C
2
0

# 

现要求 T 1 [ T
N

,由此来找这样的 T 1# 

因为 R0 [ E
- 1

h
- 2

D
2
0,则

  R0T 1 [ - D
2
0 E

3
h

- 2
lg

E
3
h

- 1
D1

C
2
0

,

则由 h 的选择,当 E y 0+ 时, R 0T 1 y 0# 从而 E y 0+ 时,也有 T 1 y 0# 则

  T 1( E0) [
N - 1

N
#

1
R 0

,

对某个 E0 > 0, T 1 [ T
N

# 因此 | A1/ 4
E w ( T 1) |

2
[ C

2
7E

2
h

- 2
, 其中 C

2
7 = 2D1# 

接下来研究 u = v + w 中 v 的方程# 在方程( 4) 的二边用A
1/ 2
E v 作内积, 则得到

  
1
2

d
dt

| A1/ 4
E v |

2
[

1
2

C 2C
4/ 3

C3 | A1/ 4
E v |

4
+

      
C2C

4/ 3

4C3
+

1
2C4

- G | A1/ 2
E v |

2
+

4
C2

+
C4

2
- C1 | A3/ 4

E v |
2
# ( 16)

取 C2, C3, C4使得

  
C2 C

4/ 3

4C3
+

1
2C4

- G = 0;
4
C2

+
C 4

2
- C1 = 0;

1
2

C2C
4/ 3

C3 = 1# 

注意到 | A1/ 4
E u |

4
[ 2( | A1/ 4

E v |
4
+ | A1/ 4

E w |
4
) , 则由( 16) 式得到

  
d

dt
| A1/ 4

E v |
2

[ 2( | A1/ 4
E v |

4
+ | A1/ 4

E w |
4
)# 

因为 | A
1/ 4
E v |

2
[ NR0, t I [ 0, T 1] , 则

  d
dt

| A1/ 4
E v |

2
- B | A1/ 4

E v |
2

[ 2 | A1/ 4
E w |

4
# 

因为 | A
1/ 4
E w ( t) |

2
[ e

- E
- 4

t
C

2
0 E

- 1
h

- 2
+ E

2
h

- 2
D1,则

  | A
1/ 4
E w ( t) |

2
[ 2C

4
0e

- E
- 4

t
E

- 2
h

- 2
+ 2E

4
h

- 4
D

2
1# 

这时 B = 2NR0 = 2NE
- 1

h
- 2

D
2
0 = E

- 1
h

- 2
D2,其中 D2为对 0 < E [ 1一致有界# 则

  
d

dt
| A1/ 4

E v |
2
- E

- 1
h

- 2
D2 | A1/ 4

E v |
2

[ 2C
4
0e

- E
- 4

t
E

- 2
h

- 2
+ 2E4

h
- 4

D
2
1,

  
d

dt
( e- E

- 1
h

- 2
D

2
t
| A1/ 4

E v |
2
) [ e- E

- 1
h

- 2
D

2
t
( 2C

4
0e

- E
- 4

t
E

- 2
h

- 2
+ 2E4

h
- 4

D
2
1)# 

在 [ 0, T 1) 上积分, 则

  e- E
- 1

h
- 2

D
2
T

1 | A1/ 4
E v |

2
- | A1/ 4

E v 0 |
2

[ E
5
h

- 2
D

2
1D

- 1
2 + C

4
0E

2
h

- 2
[ D3 h

- 2
,

其中 D3 = E
5
D

2
1 D

- 1
2 + C

4
0E

2
,则 | A1/ 4

E v( T 1) |
2

[ exp( E
- 1

h
- 2

D2T 1) | A1/ 4
E v0 |

2
+ D3h

- 2
# 由前

述对 T 1的选择, 则当 E y 0时, E
- 1

h
- 2

D2T 1 y 0, 所以存在 E0,使 exp( E
- 1

h
- 2

D2T 1) [ 2, 0 < E

< E0# 则对0 < E < E0,成立

  | A1/ 4
E v ( T 1) |

2
[ 2 | A1/ 4

E v0 |
2

+ 2D3 h
- 2

[ B
2
1 h

- 2
,
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其中   B
2
1 = sup

0< E< E
0

( 2B
2
0 + 2D3)# 
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Abst ra ct : The time estimate of the blow_up o f the weakly damped for ced KdV equation in thin 2D do-

mains is given.

Key wo rds: w eakly damped forced; nonlinear solitar y equation; thin domains; higher_dimensional
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