
文章编号: 1000_0887(2000) 10_1009_04

Burgers_KdV方程的二类行波解
X

张玉峰,  张鸿庆

(大连理工大学 数学研究所, 大连 116024)

(我刊编委张鸿庆来稿)

摘要 :  在熊树林关于/ Burgers_KdV方程的一类解析解0工作的基础上, 给出了 Burgers_KdV方程的

另外两类精确行波解,扩充了范恩贵等人工作的结果# 
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引   言

所谓 Burgers_KdV方程是指如下非线性演化方程

  ut + uux - Auxx + Buxxx = 0, (1)

它是人们在近十几年来研究含气泡的液体流动和弹性管道中的液体流动等问题中提出来的数

学模型方程[ 1] ,其中的 A和B分别代表耗散系数和色散系数# 文献[ 1] 在求方程(1) 的解析解

时,首先设其行波解为:

  u( x , t ) = u( N) , N= x - Kt# (2)

将( 2)代入( 1)并关于 N积分一次得到关于N的常微分方程

  ud( N) - A
B
uc( N) + 1

2B
u

2
-
K
B
u +

c
B

= 0# (3)

其次作者作了一个变换 u( N) = u1( N) + K+ K
2
- 2c,代入(3) 并假设所得方程的解为

如下形式

  u1( N) =
AeB(N+ N0

)

(1 + eA( N+ N0) ) 2,

经过代数运算得到了方程( 1)的一个解析解# 本文在此基础上,又给出了 Burgers_KdV方程另

外两类行波解# 

1  B_KdV方程的第一类行波解

假设方程( 1)的解具有形式

  u( N) = E
m

i = 0
aiv

i
( N) , v

c
N= k (1- v

2
) ,
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通过平衡 ud和u
2 易确定出 m = 2# 故可选择(3) 的解为:

  u = A 0+ A 1v + A 2v , vc = k(1 - v
2
) , (4)

其中 A 0、A 1、A 2、k 均为待定系数# 将(4) 代入(3) 并使关于 v 的每阶导数系数为 0得

  

6BA 2k
2
+

1
2
A

2
2 = 0,

2BA 1k
2
+ 2AA 2 k + A 1A 2 = 0,

- 8BA 2 k
2
+ AA 1k +

1
2 A

2
1+ A 0A 2- KA 2 = 0,

- 2BA 1 k
2
- 2AA 2k + A 0A 1- KA 1 = 0,

2BA 2k
2
- AA 1k +

1
2
A

2
0- KA 0+ c = 0# 

解上方程得:

  k = ? A
10B

, K= ? 63A4
+ 5 000B2

c
50B

, (5)

  A 0 = ? 63A
4
+ 5 000B

2
c

50B
+

3A
2

25B
, (6)

  A 1 = º6A
2

25B, (7)

  A 2 = -
3A2

25B
# (8)

因为 Riccati方程 v
c
N = k (1- v

2
) 有如下形式的通解[ 2]

  v =
A - B e- 2kN

A + B e- 2kN =

1,    B = 0,

- 1,   A = 0,

tanh kN-
1
2

ln
B
A

,     AB > 0,

coth kN-
1
2 ln -

B
A

,   AB < 0,

其中 A , B 满足A
2
+ B

2 X 0# 将(5) ~ (8) 代入(4) 即得方程(1) 的第一类精确行波解:

  u( x , t ) = ? 63A4
+ 5 000B2

c
50B

+
3A2

25B
º6A2

25B
tanh ? A

10B
x º

      63A4
+ 5 000B2

c
50B t + N0 -

3A2

25B
tanh

2 ? A
10B

x º

      63A4
+ 5 000B2

c
50B

t + N0 , (9)

  u( x , t ) = ? 63A4
+ 5 000B2

c
50B

+
3A2

25B
º6A2

25B
coth ? A

10B
x º

      63A
4
+ 5 000B

2
c

50B
t + N0 -

3A
2

25Bcoth
2 ? A

10B x º

      63A4
+ 5 000B2

c
50B

t + N0 # (10)

因为文献[ 3]在求( 3)式时,将任意积分常数 c 视为 0, 故得到的解仅是(9)、(10) 的特例 # 易

见,当 v = ? 1时,由( 9)、(10) 可得方程(1) 的两个常数解,这是文献[ 3] 中没有的结果# 
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2  B_KdV方程的第二类行波解

第二类行波解是指方程( 3)的形如下式的解

  u( x , t ) = u( N) = B0+ B1 v + B2v
2
, v

c
N = k(1 + v

2
)# (11)

将( 11)代入( 3)并且令关于 v 的各阶导数系数为 0得

  

1
2
B

2
2+ 6BB 2k

2
= 0,

2B1Bk
2
- 2AB 2k + B 1B2 = 0,

8BB2 k
2
- B1kA+

1
2 B

2
1+ B0B2 - B2K= 0,

2BB1 k
2
- 2AB 2k + B 0B1- B1K= 0,

2B2k
2B- AB 1k +

1
2
B

2
0- B 0K+ c = 0,

解之得:

  k = ? A
10B

, K= º 3A
4
+ 5 000B

2
c

50B
, (12)

  B0 = ? 3A4
+ 5 000B2

c
50B

-
3A2

25B
, (13)

  B1 = ? 6A
2

25B, B 2 = -
3A

2

25B# (14)

这里要求 c 满足 625B
2
c \ 12A

4
,以下类同# 

因为 Riccati方程 v
c
N = k (1+ v

2
) , k I R = (- ] , + ] ) 具有解

  v = tan( kN+ N0) , v = - cot( kN+ N0) , (15)

其中 N0为任意常数,所以将(12) ~ (14) 代入(15) 得方程(1) 的第二类精确孤波解:

  u( x , t ) = ? 3A4
+ 5 000B2

c
50B

? 6A2

25B
tan ? A

10B
x º

      3A
4
+ 5 000B

2
c

50B t + N0 -
3A2

25Btan
2 ? A

10B x º

      3A
4
+ 5 000B

2
c

50B t + N0 -
3A

2

25B,

  u( x , t ) = ? 3A
4
+ 5 000B

2
c

50B º6A
2

25Bcot ? A
10B x º

      3A4
+ 5 000B2

c
50B

t + N0 -
3A2

25B
cot2 ? A

10B
x º

      3A4
+ 5 000B2

c
50B

t + N0 -
3A2

25B
,

由此得到方程( 1)的三角函数行波解,这是在文献[ 1]、[ 3]中都没有得到的结果# 
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Two Types of Traveling Wave Solutions to

Burgers_KdV Equations

ZHANG Yu_feng,  ZHANG Hong_qing

( Institute of Mathema tics , Dalian Un iver sity of

Techn ology , Da lian 116024, P R China )

Abstract: Two Types of exact traveling wave solutions to Burgers_KdV equation by basis on work of

XIONG Shu_lin are presented. Furthermore, some new results are replenished in work of FAN En_gui

et al.

Key words: Burgers_KdV equation; traveling wave solution; Riccati equation

1012 张   玉   峰    张   鸿   庆


