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摘要: � 给出了低模态下弱阻尼 KdV方程近似惯性流形的约化形式, 并在五模态下作数值分析, 有

关数值分析结果与非线性谱分析结果相类似��
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引 � �言

非线性科学中重要且引人注目的领域之一,是对无穷维动力系统时空复杂性的研究��在

这方面的研究正沿着两个方向发展, Temam 及其合作者建立的关于在耗散偏微分方程中存在

唯一整体紧吸引子和惯性流形的理论是一个重要方向[ 1]、[ 2] ;另一个方向是,借助非线性动力

学方法,斑图动力学得到了显著发展[ 3]��本文用近似惯性流形( AIM)把两者连在一起, 研究弱

阻尼 KdV方程的长期动力学行为��因为弱阻尼KdV方程中典型算子不是扇形算子且非自共

轭,所以研究它的近似惯性流形比较困难[ 4]��文献[ 4]获得了该类方程的 AIM 的存在性��本

文在[ 4]的基础上,研究弱阻尼KdV方程的近似惯性流形的约化形式并作数值分析,数值模拟

的结果与文献[ 5]一致��

1 �近似惯性流形的约化形式

考虑如下周期边界条件的弱阻尼KdV方程:

� � ut + uxxx - �uxx + �u + uux = f , ( 1)

� � u( x + 2�, t ) = u( x , t ) , � � x � R, t � 0, ( 2)

� � u( x , 0) = u0( x ) � H
2
2�, ( 3)

� � f � H
3
2�� � ( f 与 t 无关) , �> 0, �> 0�� ( 4)
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设H = L
2
[ 0, 2�] , V = H

2
2�, � = [ 0, 2�]�� 作带扰动的有相同条件的如下方程:

� � ut + �uxxxx + A0 u = R ( u) , � � x � �, t � 0, ( 5)

其中, A0u = uxxx - �uxx + �u�� 当 �> 0时,定义:

� � A�u = �uxxxx + A0u , Bu = uxxxx , R( u ) = f - uux ,

则 D( A�) = H
4
2��� 容易求得 A0的特征值如下:

� � �n = ( �n2
+ �) + in3

, � � n � Z, i = - 1��

相应的特征向量是

� � �n( x ) = ( 2�)- 1/ 2einx
, � � n � Z��

集合 �n n � Z构成H 的一组正交基�� 对每一个固定的 �> 0, A�是一个扇形算子且有紧预解

式�� 如果 f � H
3
2�, 那么 R( u ) = f - uux : H

4
2� � H

3
2�(见[ 4] )��

对于任意给定 �> �,用[ 4] 中同样的方法构造围道 ��, �且 �0 = �0( �) ,设

� � P�, � =
1

2�i��
�, �

R ( �,A�) d�, � � Q�, � = I - P�, ���

其中我们假设在实直线 Re�= a上没有点谱,则 �(A�) 的特征值仅有有限个被 ��, �包围�� 记

特征值集为 �
�
n: | n | � n� ,那么 P�, �H 的维数是 2n� + 1,且

� � P�, �H = span �n : | n | � n� , Q�, �H = span �n: | n | � n� ��

容易证得 � P�, �� = � Q�, �� = 1�� 设 P 是到 span �n: | n | � N 上的投影, Q = I - P ,

则有下面的命题 1成立(见[ 4] )��

命题 1�当 �> 0时,在方程( 2)、( 3)、( 4)、( 5) 中存在级数为 �5/ 2 的近似惯性流形:

� � M� = ( p , q ) | u = p + q 是( 2) ~ ( 5) 的解 ,

其中 �= �/ [ 2�( N + 1)
2
+ �] , N 为约化空间的维数, p、q 满足如下方程:

� �
p
�
t + A�p + P ( p + q) ( p + q ) x = f ( x ) ,

A�q + Qppx = 0��

( 6)

( 7)

定理 2�方程( 1) ~ ( 4)的近似惯性流形 M ,对应的近似惯性形式是下述常微分方程组:

� �
p
�
t + A0p + P( p + q) ( p + q ) x = f ( x ) ,

A0q + Qpp x = 0,

( 8)

( 9)

其中 � � p � H p , dimH p = 2N + 1, q � H q , p = a0( t ) + �
N

n= 1

an ( t ) cosnx + bn( t ) sinx ,

系数 a0, � , aN , b0, � , bN 可由 2N + 1个常微分方程组解得��

证明�由文献[4]及命题 1知:方程( 1) ~ (4)的近似惯性流形M,就是 � � 0时 M�的极限��

令� � � p = a0( t ) + �
N

n= 1

an ( t ) cosnx + bn ( t ) sinnx ,

则:

� � ppx = a0 + �
N

n= 1

ancosnx + bnsinnx - �
N

n = 1

nansinnx + nbncosnx =

a0 - �
N

n= 1
nansinnx + nbncosnx + �

N

n= 1
ai cos ix �

N

j = 1
jbj cosjx -

�
N

j= 1

aj cosjx �
N

i= 1

iaisinix - �
N

j= 1

bj sinjx �
N

i= 1

iaisinix +
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�
N

j= 1

bj sin jx �
N

i= 1

ibicos ix ;

� � Qpp x = Q �
N

i, j = 1

j aibj

2 ( cos( i + j ) x + cos( i - j ) x ) -

�
N

i, j= 1

iaiaj

2 ( sin( i + j ) x - sin( i - j ) x ) +

Q �
N

i, j = 1

ia ibj

2
( cos( i + j ) x - cos( i - j ) x ) +

�
N

i, j= 1

ibibj

2
( sin( i + j ) x + sin( i - j ) x ) =

�
N

i, j = 1, i+ j> N

j + i
2

aibj cos( i + j ) x + �
N

i, j= 1, i+ j> N

i ( bibj - a iaj )

2
sin( i + j ) x��

设� q = �
2N

n= N+ 1
an cosnx + bnsinnx ,

则:

� � A�q = �
2N

n= N+ 1

( �n4
an - n

3
bn + �n2

an + �an) cosnx +

( �n
4
bn + n

3
an + �n

2
bn + �bn ) sinnx��

将A�q 及Qppx 代入( 7) 式得:

� �

�( N + 1)
4
aN+ 1 - ( N + 1)

3
bN+ 1 + �( N + 1)

2
aN+ 1 +

� � �aN+ 1 +
N + 1

2 �
N

i= 1

aibN+ 1- i = 0,

�( N + 1)
4
bN+ 1 + ( N + 1)

3
aN+ 1 + �( N + 1)

2
bN+ 1 +

� � �bN+ 1 + �
N

i= 1

i ( bibN+ 1- i - aiaN+ 1- i )

2
= 0;

( 10)

� �

�( N + 2)
4
aN+ 2 - ( N + 2)

3
bN+ 2 + �( N + 2)

2
aN+ 2 +

� � �aN+ 2 +
N + 2

2 �
N

i= 2

aibN+ 2- i = 0,

�( N + 2)
4
bN+ 2 + ( N + 2)

3
aN+ 2 + �( N + 2)

2
bN+ 2 +

� � �bN+ 2 + �
N

i= 2

i ( bibN+ 2- i - aiaN+ 2- i )

2 = 0��

( 11)

由上述方程组( 10)和( 11)可解得 aN+ 1, bN+ 1 和 aN+ 2, bN+ 2�� 类似可解得: aN+ 3, bN+ 3, � ,

a2N , b2N , 它们都是 a1, � , aN 和 b1, � , bN 的函数�� 从而得到 q ,而且

� � p + q = a0 + �
2N

n= 1

an cosnx + bnsin nx , ( p + q) x = �
2N

n= 1

- nansinnx + nbncosnx ,

� � p
�
t = a

�
0 + �

N

n= 1

a
�
ncosnx + b

�
n sinnx , ( 12)

� � A�p = �a0 + �
N

n= 1

( �n4
an - n

3
bn + �n2

an + �an) cosnx +

�
N

n= 1

( �n4
bn + n

3
an + �n2

bn + �bn) sinx , ( 13)
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� � P( p + q) ( p + q ) x = a0 �
N

n = 1

- nansin nx + nbn cosnx +

� � � � � � P �
2N

i= 1
aicos ix �

2N

j= 1
- jaj sinjx + �

2N

i= 1
bisinix �

2N

j= 1
- jaj sinjx +

� � � � � � P �
2N

j= 1

aj cosjx �
2N

i= 1

ibicos ix + �
2N

i= 1

bisinix �
2N

j= 1

jbj cos jx =

� � � � � � a0 �
N

n= 1

- nan sinnx + nbn cosnx +

� � � � � � P �
2N

i, j = 1

- jaiaj

2
( sin( i + j ) x - sin( i - j ) x ) +

� � � � � � �
2N

i, j= 1

jaj bi

2
( cos( i + j ) x - cos( i - j ) x ) +

� � � � � � �
2N

i, j= 1

iajbi

2
( cos( i + j ) x + cos( i - j ) x ) +

� � � � � � �
2N

i, j= 1

jbibj

2
( sin( i + j ) x + sin( i - j ) x ) ,

所以

� � P( p + q) ( p + q ) x = a0 �
N

n = 1
- nansin nx + nbn cosnx +

� � � � � � �
2N

i, j= 1, i+ j � N

i + j
2

aj bi cos( i + j ) x + �
2N

i, j = 1, i+ j � N

j ( bibj - a iaj )

2
sin( i + j ) x +

� � � � � � �
2N

i, j= 1, | i- j | � N

i - j
2

ajbi cos( i - j ) x + �
2N

i, j = 1, | i- j | � N

j ( bibj + a iaj )

2
sin( i - j ) x�� ( 14)

将( 12)、( 13)、( 14)式代入方程( 6)可得到 2N + 1个常微分方程组,并由此解出 a0, a1, � ,

aN 及 b0, b1, � , bN , 从而得到

� � p = a0 + �
N

n = 1

ancosnx + bnsinnx��

在上式中令 � � 0, 即可得到本定理所要的结果(见文献[ 4] )��

2 �五模态下近似惯性流形及数值分析
下面仅讨论 f = 0时五模态下的情形��
定理 3�五模态下方程( 1) ~ ( 4)的近似惯性流形的约化常微分方程为:

� �

a
�
0 + �a0 = 0,

a
�
1 + ( �+ �) a1 - b1 +

1
2

( 2a0 b1 + a1b 2 - a2 b1 -

� � a3 b2 + a2 b3 - a4 b3 + a3 b4) = 0,

b
�
1 + ( �+ �) b1 -

1
2

( 2a0 a1 + a1 a2 + b 1b2 +

� � a2 a3 + b2 b3 + a3 a4 + b3 b4) = 0,

a
�
2 + ( 4�+ �) a2 - 8b2 + 2a0 b2 + a1b 1 + a1 b3 -

� � a3 b1 + a2 b4 - a4 b2 = 0,

b
�
2 + ( 4�+ �) b2 + 8a2 - 2a0a2 +

1
2

( b
2
1 - a

2
1) -

� � a1 a3 - b1 b3 - a2 a4 - b2 b4 = 0,
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其中 a3, b3, a4, b4满足以下关系式:

� � [ ( 9�+ �) 2
+ 272

] a3 = -
3
2

( 9�+ �) ( a1 b2 + a2 b1) +
81
2

( a1 a2 - b1 b2) ,

� � [ ( 9�+ �)
2

+ 27
2
] b3 =

81
2 ( a1b 2 + a2 b1) +

3
2 ( 9�+ �) ( a1 a2 - b1 b2) ,

� � [ ( 16�+ �)
2
+ 64

2
] a4 = 64( a

2
2 - b

2
2) - 2( 16�+ �) a2 b2,

� � [ ( 16�+ �)
2
+ 64

2
] b4 = 128a2 b2 + ( 16�+ �) ( a

2
2 - b

2
2)��

图� 1

这时,五模态下近似惯性流形 M = ( p , q ) | u = p + q 为( 1) ~ ( 4) 的解 ,其中

� � p = a0( t ) + a1( t ) cosx + b1( t ) sinx + a2( t ) cos2x + b2( t ) sin2x ,

� � q = a3( t ) cos3x + b 3( t ) sin3x + a4( t ) cos4x + b 4( t ) sin4x��

证明 �在定理 2中取 2N + 1 = 5及 f = 0,则:

� � p = a0 + a1cosx + b1sinx + a2cos2x + b2sin2x ,

� � q = a3cos3x + b3sin3x + a4cos4x + b 4sin4x��
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相应地( 10) ~ ( 11)式变为:

� � 81��3 - 27b3 + 9�a3 + �a3 +
3
2

a1 b2 +
3
2

a2 b1 = 0,

� � 81�b3 + 27a3 + 9�b3 + �b3 -
3
2 a1 a2 +

3
2 b1 b2 = 0,

� � 256�a4 + 64b4 + 16�a4 + �a4 + 2a2b2 = 0,

� � 256�b4 + 64a4 + 16�b 4 + �b4 - a
2
2 + b

2
2 = 0��

所以 � � M� = ( p , q ) | u = p + q 是( 2) ~ ( 5) 的解 ��

图� 2

� � [ ( 81�+ 9�+ �)
2
+ 27

2
] a3 =

� � � � � � -
3
2

( 81�+ 9�+ �) ( a1 b2 + a2 b1) +
81
2

( a1a2 - b1 b2) ,

� � [ ( 81�+ 9�+ �)
2
+ 27

2
] b3 =

� � � � � � 81
2 ( a1b2 + a2 b1) +

3
2 ( 81�+ 9�+ �) ( a1 a2 - b1 b2) ,
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� � [ ( 256�+ 16�+ �) 2
+ 642

] a4 = 64( a
2
2 - b

2
2) - 2( 256�+ 16�+ �) a2 b2,

� � [ ( 256�+ 16�+ �) 2
+ 642

] b4 = 128a2 b2 + ( 256�+ 16�+ �) ( a
2
2 - b

2
2)��

而相应地( 12) ~ ( 14)式变为:

图� 3

� � p
�
t = a

�
0 + a

�
1cosx + b

�
1sinx + a

�
2cos2x + b

�
2sin2x ,

� � A�p = �a0 + ( �a1 - b1 + �a1 + �a1) cosx + ( �b1 + a1 + �b1 + �b1) sinx +

� � � � � � ( 16�a2 - 8b2 + 4�a2 + �a2) cos2x + ( 16�b2 + 8a2 + 4�b2 + �b2) sin2x ,

� � P( p + q) ( p + q ) x =
1
2

cosx ( 2a0 b1 + a1 b2 - a2 b1 -

� � � � � � a3 b2 + a2b 3 - a4 b3 + a3b4) -

� � � � � � 1
2 sinx ( 2a0 a1 + a1 a2 + b1 b2 + a2 a3 + b2 b3 + a3 a4 + b3 b4) +

1019低模态下弱阻尼 KdV方程约化形式的数值分析



� � � � � � cos2x ( 2a0b 2 + a1 b1 + a1b3 - a3 b1 + a2b4 - a4 b2) +

� � � � � � sin2x - 2a0 a2 +
1
2

( b
2
1 - a

2
1) - a1a3 - b1 b3 - a2a4 - b2 b4 ��

将上述结果代入方程( 6) ,并且让 � � 0,则得定理3的结果��

对不同的参数 �、�:

� � 1) � = 1, �= 0�5; 2) �= 0�5, �= 1; 3) �= 01000 1, G = 01000 5,

以及给定的初始条件: a0( 0) = a1( 0) = b1( 0) = a2( 0) = b2( 0) = 1,可以解得相应的 a0( t )、

a1( t )、a2( t )、b1( t )、b2( t ) , 从而得到:

  p = a0( t ) + a1( t ) cosx + b1( t ) sinx + a2( t ) cos2x + b2( t ) sin2x# 

方程( 1) ~ ( 4)的长期动力学行为, 可以由五模态下的数值结果获得(见图 1~ 3) , 其结果

与文献[ 5]是类似的# 
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Abst ra ct : The numerical analysis of the appro ximate inertial manifold in w eakly damped fo rced KdV

equation is given. The results of numerical analysis under five models is the same as that o f nonlinear
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