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摘要 : � 利用解析几何原理, 证明了空间直线的若干性质, 在此基础上, 对空间一般力系的平衡

方程作了研究, 并导出了此种力系的 4 种新的标量型方程, 它们与向量型的平衡充分必要条件等

价��
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引 � � 言

与平面力系一样,任何空间力系 Fi ( i = 1, 2, �, n) 可向一点 O简化,并可用一主矢 R和

一个主矩 L0代替,因此, 这种力系的向量型平衡充分必要条件为:

� � R = 0, L0 = 0�� (1)

在平面力系的情形, 以上向量型平衡条件还可表示为以下 3 种不同的标量型平衡方

程[ 1~ 4]��

1) 第一种形式的平衡方程(两投影一力矩方程)

对于平面力系 Fi ( i = 1, 2, �, n) , R和L0 的大小由下式决定:

� � R = R2x + R2y , L 0 = � m0( Fi ) , (2)

式中 Rx = � F ix和Ry = � Fiy 是R的笛卡尔坐标分量, m0( Fi ) 是力 Fi关于O点的力矩��

因此,以上向量型平衡方程(1) 可表示为以下的标量型方程:

� � � F ix = 0, � F iy = 0, � m0( Fi ) = 0�� (3)

2) 第二种形式的平衡方程(两力矩一投影方程)

对于平面力系 Fi ( i = 1, 2, �, n) ,第二种形式的标量型平衡方程为:对任意两点A 和B的
力矩和,及对任意与 AB 不垂直的Ox 轴的投影和必须分别等于零:

� � � mA ( Fi ) = 0, � mB ( Fi ) = 0, � F ix = 0�� (4)

3) 第三种形式的平衡方程(三力矩方程)

任意平面力系 Fi ( i = 1, 2, �, n) 的第三种标量型平衡方程为: 对任意不共线的三点 A、

B、C 的力矩和为零:

� � � mA ( Fi ) = 0, � mB ( Fi ) = 0, � mC( Fi ) = 0�� (5)
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可以指出, 对于更为重要的空间一般力系,除了以下笛卡尔坐标系 ( x , y , z ) 中的三力矩

三投影基本的标量型平衡方程外[ 1] :

� �
� mx( Fi ) = 0, � my( Fi ) = 0, � mz ( Fi ) = 0,

� F ix = 0, � F iy = 0, � F iz = 0��
(6)

作者还未见与前面平面力系 3种标量型平衡方程类似的其它标量型平衡方程��

本文使用解析几何原理[ 5] , 证明了 6根空间直线的若干性质, 其后导出了空间一般力系 4

种新的标量平衡方程�� 记直坐标系 xi ( x 1, x 2, x 3) 中的 6根空间直线为 PI ( I = 1, 2, �, 6) ,它

们的方向余弦参数( lI , mI , nI ) 由以下矩阵表示 :

� � D =

l 1 m1 n1

l 2 m2 n2

� � �

l 6 m6 n6

, (7)

式中 l 2I + m
2
I + n

2
I = 1( I = 1, 2, �, 6) , 假定矩阵 D 的秩等于 3, 则在以上 6直线中至少有 3

根不在同一平面且非平行的直线
[ 6]
, 为方便起见, 这里记这3根不共面的直线为PI ( I = 1, 2,

3)�� 此外, 空间直线 PI 通过点A I 的笛卡尔坐标为( aI, bI , cI) , 这些位置参数由以下矩阵给

出:

� � C =

a1 b1 c1

a2 b2 c2

� � �

a6 b6 c6

�� (8)

最后假定, 力系 Fi ( i = 1, 2, �, n) 关于前 3根非共面的直线 PI ( I = 1, 2, 3) 为轴的力矩均为

零,因而以上空间力系可简化为单个合力 R ,而不是一个力螺旋(力 _力偶系)��

1 � 六空间直线的性质

在推导空间一般力系 Fi ( i = 1, 2, �, n) 的新的标量型平衡方程之前,这里使用解析几何

原理,对由矩阵 D 和C给出的 6条空间直线 PI ( I = 1, 2, �, 6) 的性质进行讨论�� 为此,引进

一辅助空间直线 PO, 它的方向余弦和位置参数分别由( l 0, m0, n0) 和( a0, b0, c0) 给出,则 6条

直线 PI ( I = 1, 2, �, 6) 与直线 PO 间的若干性质证明如下:

性质 1 � 6直线 PI ( I = 1, 2, �, 6) 中任一直线均与直线 PO 共面的充分必要条件, 是这 6

直线的参数行列式 �6 等于零:

� � �6 =

l 1 m1 n1
m1 n1

b1 c1

n1 l 1

c1 a1

l 1 m1

a1 b1

l 2 m2 n2
m2 n2

b2 c2

n2 l 2

c2 a2

l 2 m2

a2 b2

� � � � � �

l 6 m6 n6
m6 n6

b6 c6

n6 l 6

c6 a6

l 6 m6

a6 b6

= 0�� (9)

证明 � 假设直线 PO 能与PI 中的任一直线共面,则根据解析几何[ 5] ,其充分必要条件是这
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6直线 PI( I = 1, 2, �, 6) 的参数满足以下方程:

� �

aI - a0 bI - b0 cI - c0

l 0 m0 n0

lI mI nI

= 0, � � ( I = 1, 2, �, 6)�� (10)

令:

� � �0 =
m0 n0

b0 c0
, �0 =
n0 l 0

c0 a0
, �0 =
l 0 m0

a0 b0
,

则以上方程可表为:

� � �0lI + �0mI + �0nI + l 0
mI nI

bI cI
+ m0
nI lI

cI aI
+ n0
lI mI

aI bI
= 0,

( I = 1, 2, �, 6)�� (11)

以上是关于直线 PO参数( �0, �0, �0, l0, m0, n0) 的齐次方程组,因此,若由(9) 表示的行列式 �6

为零, 则以上方程有非零解,因此以上充分必要条件得到证明�� 最后, 我们使用这一结果,可

指出,若

� � �6 � 0, (12)

则以上6直线 PI( I = 1, 2, �, 6) 不存在能被同时通过或平行的直线 PO��

性质 2 � 6直线 PI ( I = 1, 2, �, 6) 中,前5直线 PI ( I = 1, 2, �, 5) 的每一根均与直线 PO
共面,而最后一根 P 6与直线 PO 垂直的充分必要条件是, 这6直线的参数行列式 �5等于零:

�5 =

l 1 m1 n1
n1 l 1

c1 a1
-
m6
l 6

m1 n1

b1 c1

l 1 m1

a1 b1
-
n6
m6

n1 l 1

c1 a1

l 2 m2 n2
n2 l 2

c2 a2
-
m6
l 6

m2 n2

b2 c2

l 2 m2

a2 b2
-
n6
m6

n2 l 2

c2 a2

� � � � �

l 5 m5 n5
n5 l 5

c5 a5
-
m6
l 6

m5 n5

b5 c5

l 5 m5

a5 b5
-
n6
m6

n5 l 5

c5 a5

= 0��

(13)

证明 � 假设直线 PO 能与前 5直线 PI ( I = 1, 2, �, 5) 的每一根共面,而与最后一根 P6垂

直,则根据解析几何[ 5] ,其充分必要条件是6直线 PI ( I = 1, 2, �, 6) 的参数应满足以下方程:

� �
�0 lI + �0mI + �0nI + l 0
mI nI

bI cI
+ m0
nI lI

cI aI
+ n0
lI mI

aI bI
= 0

l 0l 6+ m0m6 + n0n6 = 0��

( I = 1, 2, �, 5) , (14)
上式是关于直线 PO 参数( �0, �0, �0, l 0, m0, n0) 的齐次方程,它仅在由(13) 表示的行列式 �5为

零时有非零解, 因而以上充分必要条件得到证明�� 最后,使用以上结果可知,若

� � �5 � 0, (15)

则不存在直线 PO 能同时通过或平行前 5直线 PI ( I = 1,2, �, 5) 并与最后一根直线 P6垂直��

性质 3 � 6直线 PI( I = 1, 2, �, 6) 中,前4根 PI ( I = 1, 2, 3, 4) 的每一根均能与直线PO共

面,而最后两根 PI ( I = 5, 6)均能与 PO垂直的充分必要条件是, 这6根直线的参数行列式�4等

于零:
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� �4=

l1 m1 n1
l 1 m1

a1 b1

l 5 m5

l 6 m6
+
m1 n1

b1 c1

m5 n5

m6 n6
+
n1 l 1

c1 a1

n5 l 5

n6 l 6

l2 m2 n2
l 2 m2

a2 b2

l 5 m5

l 6 m6
+
m2 n2

b2 c2

m5 n5

m6 n6
+
n2 l 2

c2 a2

n5 l 5

n6 l 6

� � � �

l4 m4 n4
l 4 m4

a4 b4

l 5 m5

l 6 m6
+
m4 n4

b4 c4

m5 n5

m6 n6
+
n4 l 4

c4 a4

n5 l 5

n6 l 6

=

0�� (16)

证明 � 设直线 PO能与前4直线 PI ( I = 1, 2, 3, 4) 的每一根共面,而与最后两根 PI ( I = 5,

6) 垂直,则由解析几何[ 5] 知,其充分必要条件是这6直线PI ( I = 1, 2, �, 6) 的参数应满足以下

方程:

�0 lI + �0mI + �0nI + l 0
mI nI

bI cI
+ m0
nI lI

cI aI
+ n0
lI mI

aI bI
= 0, � ( I = 1, 2, 3, 4) ,

l 0 lI + m0mI + n0nI = 0, ( I = 5, 6)��

(17)

上式是关于参数 ( �0, �0, �0, l 0, m 0, n0) 的齐次方程, 它仅在由(16) 式表示的行列式 �4为零时

有非零解,于是以上充分必要条件得到证明�� 再使用以上结果,可知若

� � �4 � 0, (18)

则不存在直线 PO 能同时通过或平行前4直线 PI ( I = 1, 2, 3, 4) 并与最后两根直线 PI ( I = 5,

6) 垂直��

性质 4 � 6直线 PI ( I = 1, 2, �, 6) 中,前3根直线 PI ( I = 1, 2, 3) 的每一根均能与直线PO

共面,而后3根PI ( I = 4, 5, 6) 均能与 PO垂直的充分必要条件是, 6直线的参数行列式 �3等于

零 :

� � �3 =

l 1 m1 n1

l 2 m2 n2

l 3 m3 n3

l 4 m 4 n4

l 5 m 5 n5

l 6 m 6 n6

�� (19)

可以指出,以上性质的证明与前面的方法相同,因此这里不再进行证明�� 另外由以上性质可

知,若

� � �3 � 0, (20)

则不存在直线 PO 能同时通过或平行前3根直线 PI ( I = 1, 2, 3) ,并与后 3根直线 PI ( I = 4, 5,

6) 垂直��

2 � 新的标量型平衡方程

为了研究空间一般力系 Fi ( i = 1, 2, �, n) 的平衡,这里取由矩阵(7) 和(8) 给出的6直线

PI ( I = 1, 2, �, 6) 作为此一般力系的力矩轴和投影轴,力系轴 PI 的力矩代数和及投影的代数

和分别记为 �
n

i= 1

mI ( Fi ) 及 �
n

i= 1

FI i ,则使用向量型平衡条件(1) 及以上给出的性质 1 ~ 4,可导出

空间一般力系 Fi ( i = 1, 2, �, n) 的4种新的标量型平衡方程如下:

2�1 � 第一种形式的平衡方程(六力矩方程)
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取由矩阵( 7)和( 8)给出的 6直线 PI ( I = 1, 2, �, 6) 作为空间一般力系 Fi ( i = 1, 2, �, n )

的力矩轴,则这一空间力系的第一种新的标量型平衡方程为:

� � �
n

i= 1
mI( Fi ) = 0, � � ( I = 1, 2, �, 6) , (21)

式中所取的6根力矩轴应满足以下附加条件:

� � r = 3, �6 � 0, (22)

此处 r 为(7) 矩阵 D 的秩, �6 是 6根力矩轴的参数矩阵��

在( 22)条件下,方程( 21)是空间一般力系 Fi ( i = 1, 2, �, n) 平衡的充分必要条件, 这些

方程的必要性可证如下:若给定的力系平衡,则 L0= R = 0,因此对所有的力矩轴PI ( I = 1, 2,

�, 6) , 其力矩必为零,这表明方程(21) 成立, 于是必要性得到证明�� 再证方程的充分性,假设

平衡方程(21)全部满足, 则由于(22) 附加条件的第一式, 即矩阵D的秩r = 3,因而空间力系的

主矩 L0必为零,这只有 R = 0,或 R的作用力可通过或平行所有的 6根轴 PI ( I = 1, 2, �, 6)
才有可能,但由于前面给出的性质 1及附加条件( 22) 的第二式,后一条件是不可能的, 即作用

线不可能同时通过或平行这6根轴PI ( I = 1, 2, �, 6) ,因此主矢 R必为零,故以上空间力系平

衡,于是平衡方程(21) 的充要性也得到证明��

2�2 � 第二种形式的平衡方程(五力矩一投影方程)

取由矩阵( 7)和( 8)给出的前 5根 PI( I = 1, 2, �, 5) 和最后一根 P6,分别作为空间一般力

系 Fi ( i = 1, 2, �, n ) 的力矩轴和投影轴,则此空间一般力系的第二种新的标量型平衡方程可

表为:

� �
�
n

i = 1
mI ( Fi ) = 0, � � I = 1, 2, �, 5,

�
n

i = 1

F6i = 0,

(23)

其中所取 6根轴的参数应满足以下附加条件:

� � r = 3, �5 � 0�� (24)

式中行列式 �5由(13) 给出, r 是以下矩阵的秩:

� �

l 1 m1 n1

l 2 m2 n2

� � �

l 5 m5 n5

��

在( 24)条件下, 方程( 23)是空间一般力系 Fi ( i = 1, 2, �, n) 平衡的充分必要条件�� 现在

让我们证明这些方程的必要性�� 假定给定的力系是平衡的, 则 L0 = R = 0,因此由于附加条

件(24) 的第一式,力对轴 PI ( I = 1, 2, �, 5) 的力矩和及力对轴 P6的投影和分别为零,所以平
衡方程(23) 成立,于是必要性得到证明�� 方程的充分性基于以下考虑,在当条件(23) 成立时,

假定空间力系不平衡,则力系可简化为一个合力 R ,它的作用线必同时通过或平行这 5根力矩

轴 PI( I = 1, 2, �, 5) ,并与投影轴 P 6垂直,但由于前面给出的性质 2及附加条件(24) 的第二

式,这是不可能的,即 R = 0,因而给定的空间力系不平衡,于是充分性得到证明��

最后指出, 在平衡方程( 23)中, 5力矩轴 PI ( I = 1, 2, �, 5) 的任意两根不能相同, 但投影
轴 P6 可与力矩轴的任一根重合,这是 �5 � 0的要求��

2�3 � 第三种形式的平衡方程(四力矩二投影方程)
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取由矩阵( 7)和( 8)给出的前 4根空间直线 PI( I = 1, 2, 3, 4) 和留下的两根空间直线 PI ( I

= 5, 6) 分别作为空间一般力系 Fi ( i = 1, 2, �, n) 的力矩轴和投影轴,则此空间力系的第三种

新的标量型平衡方程可表为:

� �
�
n

i = 1
mI ( Fi ) = 0, � � ( I = 1, 2, 3, 4) ,

�
n

i = 1
FI i = 0, � � � � ( I = 5, 6) ,

(25)

式中所用 6根轴的参数应满足以下附加条件:

� � r = 3, �4 � 0�� (26)

此处行列式 �4由(16) 给出,而 r 是以下矩阵的秩:

� �

l 1 m1 n1

l 2 m2 n2

� � �

l 4 m4 n4

��

在附加条件( 26)下,方程( 25)是空间一般力系 Fi ( i = 1, 2, �, n) 平衡的充分必要条件��

可以指出,必要性和充分性的证明与上面相同,因而这里不再细述�� 此外,由于(26) 中的条件

�4 � 0, 因而4力矩轴的任何两根不能相同,但两根投影轴PI( I = 5, 6) 可与不同的两根力矩轴

重合��

2�4 � 第四种形式的平衡方程(三力矩三投影方程)

取由矩阵( 7)和( 8)给出的前 3根空间直线 PI ( I = 1, 2, 3) 和留下的3根空间直线 PI ( I =

4, 5, 6) 分别作为空间一般力系 Fi ( i = 1, 2, �, n ) 的力矩轴和投影轴,则此空间力系的第四种

新的标量型平衡方程可表为:

� �
�
n

i = 1
mI ( Fi ) = 0, � � ( I = 1, 2, 3) ,

�
n

i = 1
FI i = 0, � � � � ( I = 4, 5, 6)��

(27)

式中所用 6根轴的参数应满足以下附加条件:

� � �3 =

l 1 m1 n1

l 2 m2 n2

l 3 m3 n3

l 4 m 4 n4

l 5 m 5 n5

l 6 m 6 n6

� 0, (28)

上式与以下条件等价:

� �

l 1 m1 n1

l 2 m2 n2

l 3 m3 n3

� 0,

l 4 m4 n4

l 5 m5 n5

l 6 m6 n6

� 0�� (29)

在附加条件( 28)下,方程( 27)是所给空间一般力系 Fi ( i = 1, 2, �, n ) 平衡的充分必要条

件�� 方程(27) 的必要性与前面一样是明显的�� 充分性基于以下考虑,在平衡条件(27) 满足

时,若假定力系不平衡,则由于条件(29) 的第一式, 此力系只可能简化为一合力 R , 它的作用

线必须同时通过或平行 3根力矩轴 PI ( I = 1, 2, 3) 并与3根投影轴 PI ( I = 4, 5, 6) 垂直, 但由

性质 4及附加条件(28) 可知, 这是不可能的, 因而 R = 0, 即所给力系平衡, 于是充分性得到
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证明��

最后, 由条件( 29)可指出,在平衡方程( 27)中所用的力矩轴 PI ( I = 1, 2, 3) 及投影轴 PI ( I

= 4, 5, 6) 应是 3根不共面的轴, 但3根投影轴可与 3根不同的力矩轴重合�� 当以上的力矩轴

和投影轴均为笛卡尔坐标系的 3 根轴( x , y , z ) 的特殊情形时, 则以上新的标量型平衡方程

(27) 便退化为现有理论力学教科书中的基本形式的平衡方程[ 6]��

3 � 结 � � 论

本文给出了空间一般力系的 4种新的标量型平衡方程,这是现有理论力学教材结果的推

广,若藉电子计算机的帮助,则本文的结果可用于解决空间一般力系平衡的复杂问题��
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New Scalar_Type Equilibrium Equations of the

General Space Force System

TANG Xin_yan

( Agr icultur al En gin eer ing College , Nanjing Agr icultur al Univer sity ,

Nanjing 210032, P R China )

Abstract: Using the principle of analytical geometry, several properties of the space straight line are

proved. Based on these properties, the equilibrium of general space force system is considered and its

four new scalar_type equilibrium equations are derived which are equivalent to the vector_type neces-

sary and sufficient conditions for equilibrium.
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