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摘要: � 建立了描述受周期荷载作用的均匀粘弹性梁动力学行为的非线性偏微分_积分方程,梁的

材料满足 Leaderman 非线性本构关系, 对于两端简支的情形用 Galerkin 方法进行了 2 阶截断后, 简

化为常微分_积分方程,进一步简化为便于进行数值实验的常微分方程, 最后用数值方法比较了 1

阶和 2阶截断系统的动力学行为��
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引 � � 言

研究结构的动力学行为,特别是非线性动力学行为, 往往采用 Galerkin截断[ 1]�� 然而迄今

为止, 尚无直接的根据,证明低阶 Galerkin 截断的合理性, 尽管有若干间接的依据可以推断其

合理性�� Wojciech等人的数值工作表明, 对于两端简支粘弹性梁, Galerkin方法得到的结果与

有限元法和刚性有限元法的结果一致
[ 2]�� Moon等的实验工作表明,对于一端固接弹性梁,采

用Galerkin截断得到的自由端位移的混沌运动与实验结果定性一致[ 3]�� Abhyankar等的数值工

作表明,由 Galerkin方法得到非线性简支梁的动力学性态, 与直接求解非线性偏微分方程得到

的结果定性一致
[ 4]�� 为说明Galerkin截断方法对于研究粘弹性结构动力学行为的适用性,除

直接与数值和实验结果进行比较外,还可对同一数学模型截取不同的项数而得到不同简化模

型定性比较动力学行为的差异��

在对于粘弹性梁动力学行为的研究中常常采用 Galerkin 方法, 但仅限于 1阶截断�� 1995

年Suire和 Cederbaum研究了大变形线性粘弹性梁的周期和混沌动力学行为[ 5] ,其粘弹性本构

关系为 Boltzmann叠加原理�� 1996年 Argyris采用微分型本构关系研究了粘弹性梁的混沌运

动[ 6]��

本文研究非线性粘弹性梁的动力学行为,并采用Leaderman的非线性本构关系[ 7]描述梁的

材料性质, 实验研究表明该本构关系可以适用于一类广泛的非线性粘弹性材料[ 8]�� 建立了基
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于2阶 Galerkin截断的简化数学模型, 用数值方法比较 1阶截断和 2阶截断系统的动力学行

为,发现两者定性相同��

1 � 非线性粘弹性梁的数学模型

研究一类均匀梁在横向荷载作用下的运动�� 设梁的横向位移为 y ( x , t ) , 单位长度质量为

�、横向分布荷载为 F( x , t )、截面弯矩为 M( x , t ) ,则梁的动力学方程为

� � ��
2
y ( x , t )

� t 2
+
�2M (x , t )

�x 2 = F ( x , t )�� (1)

其中 � � M (x , t ) = -�
h/ 2

- h/ 2
z�( x , z , t ) dz�� (2)

且 �( x , z , t ) 为截面正应力, h 为梁的高度��

对于非线性粘弹性材料, 其应力_应变关系由 Leaderman关系[ 7]给出

� � �( x , z , t ) = E0g( �( x , z , t ) ) +�
t

0
�E ( t - �) g ( �( x , z , t ) )d�, (3)

其中 E( t) 为拉伸松弛函数, E0 = E (0) 为材料初始弹性模量, �( x , z , t ) 为轴向应变, 非线性

函数 g( �) 定义为

� � g( �( x , z , t ) ) = �( x , z , t ) + ��
2
( x , z , t ) + ��

3
( x , z , t )�� (4)

其中,常数 �和 �使得小应变时满足g ( �) � ���

对于小变形,应力_位移的几何关系为

� � �( x , z , t ) = - z
�2y ( x , t )

�x 2 �� (5)

将式( 4)和( 5)代入式( 3)得到

� � �( x , z , t ) = E0 - z
�2y ( x , t )
�x 2 + �z2

�2y ( x , t )

�x 2 - �z3
�2y ( x , t )

�x 2

3

+

� � � � � ��
t

0
�E ( t - �) - z

�2y ( x , �)
�x 2 + �z 2

�2y ( x , �)
�x 2 - �z 3

�2y ( x , �)
�x 2

3

d��� (6)

将( 6)代入式( 2) ,并计算相应积分得到弯矩的表达式

� � M (x , t ) = E0
h
3�2y ( x , t )
12�x 2 + �

h
5

80
�2y ( x , t )
�x2

3

+

� � � � ��
t

0
�E ( t - �)

h
3�2y ( x , t )
12�x 2 + �

h
5

80
�2y ( x , t )
�x 2

3

d��� (7)

利用式( 7) , 可将式( 1)写作

� � ��
2
y ( x , t )

� t 2
+ E0

h
3

12
�4y ( x , t )
�x 4 + �

h
5

80

�2 y ( x , t )
�x 2

3

+

� � � � ��
t

0
�E ( t - �)

h
3

12
�4y ( x , �)
�x 4 + �

h
5

80
�2

�x 2
�2y ( x , �)
�x 2

3

d�= F ( x , t )�� (8)

非线性偏微分_积分方程( 8)为描述非线性粘弹性梁运动的数学模型��

2 � 基于 2阶Galerkin截断的简化数学模型

设梁的两端是简支的,则有此时的边界条件

� � y (0, t ) = 0, M (0, t ) = 0; y ( l , t ) = 0, M ( l , t ) = 0, (9)

其中, l 为梁的长度��
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由于非线性偏微分_积分方程( 8)难以求解, 现采用 Galerkin 方法[ 9]进行截断简化, 在边界

条件( 9)下, 方程( 8)的解可展开为 Fourier正弦级数

� � y ( x , t ) = �
�

k= 1
qk( t ) sin

k�x
l
�� (10)

若只考虑式( 10)中的 2阶项,则将式( 10)代入式( 8) ,得到

� � � �q 1( t ) sin
�x
l

+ �q2( t ) sin 2�x
l

+ E0G( x , t ) +

� � � � � ��
t

0
�E ( t - �) G( x , �)d� = F ( x , t ) , (11)

其中 � � G( x , t ) =
h
3

12
�
l

4

q1( t ) sin
�x
l

+ 16q2( t ) sin
2�x
l

-

�h
5

80
�
l

6 �2

�x 2 q1( t ) sin
�x
l

+ 4q2( t ) sin
2�x
l

3

�� (12)

经过积分运算可以得到

�
t

0
G( x , t ) sin

�x
l
dx =

h
3

12
�
l

4

q 1( t ) + �
3�h5

640
�
l

7

q 1( t ) ( q
2
1( t ) + 32q22( t ) ) ,

�
t

0
G( x , t ) sin 2�x

l
dx =

3h
3

4
�
l

4

q2( t ) + �3�h
5

20
�
l

7

q2( t ) ( q
2
1( t ) + 8q22( t ) )��

(13)

故由式( 11) ,可以得到 2阶截断后的系统

� �
�q1( t ) + g1( t ) = -�

t

0
�D ( t - �) g 1( �)d�+ f 1( t ) ,

�q2( t ) + g2( t ) = -�
t

0
�D ( t - �) g 2( �)d�+ f 2( t ) ,

(14)

其中

� �
g1( t ) = �2 q1( t ) + kq1( t ) ( q

2
1( t ) + 32q 2

2( t ) ) ,

g2( t ) = 16�
2
q 1( t ) + 32kq2( t ) ( q

2
1( t ) + 8q

2
2( t ) ) ,

(15)

� �
D ( t) =

E( t )
E0

, �2 =
E0h

3

12�
�
l

4

, k =
3�E0h

5

320
�
l

8

,

f i ( t ) =
1
��

l

0
F ( x , t ) sin

i�x
l

dx � ( i = 1, 2)��
(16)

非线性微分_积分方程( 14)为两端简支的非线性粘弹性梁的 2阶 Galerkin截断后得到的简化数

学模型�� 令 q 1( t ) = q ( t ) 和 q2( t ) = 0,则得到基于 1阶Galerkin截断后得到的简化数学模型

� � �q + �
2
q + kq

3
+ �

2�
t

0
�D ( t - �) q ( �) d�+ k�

t

0
�D ( t - �) q

3
( �) = f 1( t )�� (17)

3 � 计算模型及其数值结果

取本构方程( 3)中的 E ( t) 为标准线性固体材料的松弛函数,则式(16) 中的函数 D ( t) 为

� � D ( t) = 1- b+ be- �t�� (18)

相应地,式( 14)为

� �
�q1( t ) + g1( t ) = - �be- �t�

t

0
e- ��g1( �)d�+ f 1( t ) ,

�q2( t ) + g2( t ) = - �be
- �t�

t

0
e
- ��

g2( �)d�+ f 2( t )��
(19)
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其中 gi ( t ) 和 f i ( t ) ( i = 1, 2) 仍由式(15) 和(16) 给定��

为得到便于数值计算的形式, 通常将式( 18)两边微分并应用Leibnitz求导法则化为 3阶常

微分方程组[ 5] , 这种方法运算比较繁复�� 这里采用引入辅助变量的方法[ 10]�� 令

� � x i ( t ) = - �be
- �t�

t

0
e
- ��

g i ( �) d� � � ( i = 1, 2) , (20)

将式( 20)代入式( 19) , 并将式( 15)代入所得结果整理后可得到便于数值计算的数学模型为

� �

�q1+ �x 1+ �(1+ b) x 1 = f 1( t ) ,

�x 1 = - �x1 + �
2
q 1+ kq1( q

2
1+ 32q22) ,

�q2+ �x 2+ �(1+ b) x 2 = f 2( t ) ,

�x 2 = - �x2 + 16�
2
q 1+ 32kq 2( q

2
1+ 8q

2
2)��

(21)

对应于1阶 Galerkin截断的计算模型为

� � �q + �x + �(1+ b) x = f 1( t ) , � �x = - �x + �
2
q + kq

3�� (22)

其中 � � x ( t ) = - �be- �t�
t

0
e- ��[ �2q ( �) + kq

3
( �) ] d��� (23)

图 1 � 梁的近似等幅值有界运动

图 2 � 梁的变幅值有界运动

图 3� 梁的运动开始发散
在以下计算中,取周期荷载沿梁均匀分布, 从而有 f 1( t ) = f 0cos �t 和f 2( t ) = 0,且类似于

[ 5] 取 � = 2��� 固定 f 0 = 0�01、�= 1、k = 0�01和 b = 0�9�� 随着 �值的逐渐增大,运动的
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图 4� 梁的无界运动
类型大致可以分为4类�� 一种是有界运动而且幅值基本不变, 如图1所示,其中 �= 0�00001��
另一类是有界运动但幅值略有变化,如图2所示,其中 �= 0�0001�� 第三类是运动开始发散,

如图 3所示,其中 �= 0�001�� 最后一类是无界运动, 如图4所示,其中 �= 0�01�� 在图1至图

4中, 左边的图是基于 2阶Galerkin截断后的数学模型( 21) 计算得到的 q1( t ) ,而右边的图是基

于1阶 Galerkin截断的数学模型(22) 计算得到的 q ( t )�� 并且相应的初值条件为 q1(0) = 0,

�q 1( 0) = 1�0, q2(0) = 0, �q2(0) = 0�5, 以及 q (0) = 0, �q (0) = 1�0,根据式( 19) 和(23) ,有 xi (0)

= 0( i = 1, 2) 和 x (0) = 0�� 在计算中前 200个时间单位用于耗散初值的影响�� 在图1 ~ 图

4中, 1阶和 2阶 Galerkin截断得到的简化模型的动力学行为定性相同��

现对于有界运动定量比较 1阶和 2阶 Galerkin截断的结果

图 5� 梁上给定点 x 0 = l / 4处的位移响应

图 6 � 梁在给定时刻 t1 = 240位形

� � y 2( x , t ) = q1( t ) sin
�x
l

+ q 2( t ) sin
2�x
l

, (24)

� � y 1( x , t ) = q( t ) sin �x
l
, (25)

其中 qi ( t ) ( i = 1, 2) 和 q( t ) 分别由方程(21) 和(22) 确定�� 根据式(24) ,梁上受 2阶模态影

响最大的点为 x 0 = l / 4,在该点位移响应 y 2( x 0, t ) 和 y 1( x 0, t ) 分别如图 5中的左图和右图所
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示,其中参数和初值同图2�� 在同样参数和初值下,对于给定时刻 t 1 = 240,梁的位形 y 2( x , t 1)

和 y 2( x , t 1) 分别如图 6中的左图和右图所示�� 算例表明存在一定误差��

4 � 结 � � 论
本文建立了描述非线性粘弹性梁动力学行为的非线性偏微分_积分方程( 8) , 对于两端简

支的情形利用 Galerkin 方法简化为非线性微分_积分方程( 14)和( 17) , 当材料松驰特性用式

( 18)描述时,式( 14)和( 17)分别进一步简化为计算模型( 21)和( 22)�� 数值结果表明 1阶和 2阶

Galerkin截断得到的简化模型的动力学行为定性相同,但定量比较存在一定误差��
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Dynamical Behavior of Nonlinear Viscoelastic Beams

CHEN Li_qun1, 2, � CHENG Chang_jun1, 2

( 1. Shan ghai In stitute of Applied Ma them atics and Mechanics , Shan gha i 200072, P R China ;

2�Depar tm ent of Mechanics , Shangha i Univ er sity , Shan gha i 201800, P R China )

Abstract: The integro_partial_differential equation that governs the dynamical behavior of homoge-

neous viscoelastic beams was established. The material of the beams obeys the Leaderman nonlinear

constitutive relation. In the case of two simply supported ends, the mathematical model was simpl-i

fied into an integro_differential equation after a 2_order truncation by the Galerkin method. Then the e-

quation is further reduced to an ordinary differential equation which is convenient to carry out numer-i

cal experiments. Finally, the dynamical behavior of 1_order and 2_order truncation are numerically

compared.

Key words: viscoelastic beam; differential equation of motion; Leaderman relation; Galerkin method
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