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广义凸空间内的非紧无限最优化

和约束对策的平衡
X

丁协平

(四川师范大学 数学系, 成都 610066)

摘要:  由应用作者得到的拟平衡问题的一个新的存在性定理, 在没有线性结构的广义凸空间内

对非紧无限最优化问题和非紧约束对策问题证明了解的存在性定理# 这些定理改进和推广了最

近文献中许多重要结果# 
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引   言

令 I 是任意(有限或无限) 指标集,对每一 i I I , X i是拓扑空间# 记

  X = F
i I I

X i  和  X i = F
j I I , j X i

X j# 

对每一 x I X , x i表它的第 i 坐标和xi 表 x 在X
i 上的投影# 记 x = ( xi , x

i
) # 

对每一 i I I ,令 F i : X
i y 2

X
i 是集值映象和f i : X y R G ? ] 是函数# 无限最优化问

题是求 x̂ = ( x̂ i , x̂
i
) I X 使得对每一 i I I ,

  
x̂ i I F i ( x̂

i
) ,

f i ( x̂ ) = max
y
i

I F
i
( x̂
i
)

f i ( yi , x̂
i
)# 

(1)

此问题已由 Kaczynski和 Zeidan [ 1] , Park[ 2] , Ding[ 3, 4]和其他人在拓扑矢量空间内进行研究# 已

经在拓扑矢量空间内的各种不同假设下对有限或无限最优化问题( 1)建立了解的某些存在定

理# 

如果 I是局中人的集,每一局中人 i有一策略集X i ,一个约束对应和一个损失函数f i : X y

R G ? ] ,一个约策对策 # = (X i , F i , f i ) 由三元组的( X i , F i , f i ) 的族定义# 称点 x̂ I X是

#的一平衡点如果对每一 i I I ,

  
x̂ i I F i ( x̂

i
) ,

f i ( x̂ ) [ f i ( yi , x̂
i
) , Py i I F i ( x̂

i
) ,

(2)

如果对每一 i I I 和对一切 x
i I X

i
, F i ( x

i
) = X i# 约束对策化归传统的对策 # = (X i , f i ) 且
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此对策的平衡点称为 Nash平衡点# 

约策对策问题( 2)已被 Aubin和 Ekeland
[ 5]

, Ding
[ 3, 4]

, Yuan, Isac, Tan和Yu
[ 6]
和其他很多人

研究# 在[ 3~ 6]中,已在拓扑矢量空间的各种不同假设下建立了某些平衡存在定理# 

在本文中, 由使用作者在广义凸空间内得到的拟平衡问题的存在定理, 在没有线性结构

的广义凸空间的非紧设置下对无限最优化问题( 1)和约束对策问题( 2)证明了解的几个存在定

理# 这些结果是新的和有趣的,它们改进和推广了文献中许多已知结果到广义凸空间# 

1  预 备知 识

设X 和Y 是非空集# 分别用2Y和F ( X ) 表 Y的一切子集的族和X 的一切非空有限子集

的族# 如果 X 是拓扑空间,称 X 的子集A 在X 内是紧开的(或紧闭的) 如果对 X 的任意非空

紧子集K , A H K 在K 内是开(或闭) 的# 

下面广义凸(或 G _凸) 空间的概念由Park和Kim[ 7, 8] 引入# 称( X , D; #) 为一 G _凸空

间如果 X 是一拓扑空间, D 是X 的子集和 #: F ( X ) y 2X 使得

� ) 对每一 A, B I F ( D) , A < B 蕴含 #( A ) < #( B) ;

� ) 对每一 A I F (D ) , | A | = n + 1,存在连续映象 UA : $n y #( A ) 使得 B I F ( A) ,

| B | = J + 1,蕴含 UA ($J) < # ( B ) ,其中 | A | 表 A 的基数, $n表n_维单型和 $J表 $n 的对

应于 B I F ( A) 的面# 

当 D = X 时,我们用( X , #) 代替( X , X ; #)# 令( X , D; #) 是一 G _凸空间和K < X# 称

K 是G _凸的如果对每一N I F ( D) , N < K蕴含#(N ) < K# 称一函数 f : K y R G ? ] 是

G _ 拟凹 ( 分别, G _ 拟凸 ) 的如果对每一 K I R, 集 x I K : f ( x ) > K ( 分别,

x I K : f ( x ) < K ) 是 G _凸的# G _凸空间概念是具有各种凸结构的许多拓扑空间的推

广# 详情参见 Park和 Kim[ 7, 8]# 

下面结果是 Tan
[ 9]
的引理 413# 

引理 111  设 ( X i , #i ) i I I是任意G _凸空间族和X = F
i I I
X i被赋予乘积拓扑# 对每一 i I

I ,令 Pi : X y X i 是投影# 定义 #: X y 2X < 如下:

  #( A) = F
i I I
#i ( Pi ( A ) ) , PA I F ( X )# 

则 ( X , #) 是一 G _凸空间# 

为了证明主要结果, 我们需要下面拟平衡问题 QEP( T, A , f ) 解的存在定理, 它是 Ding[ 10]

的定理312# 

定理 111  令 ( X , #) 是 G _凸空间, K 是X 的非空紧子集和Y是一拓扑空间# 令 T: X y

Y, A : X y 2X 和f : X @ Y y R G + ] 使得

� ) A 有非 空 G _ 凸 值使 得 A
- 1
: X y 2X 在 X 上是 紧开 值 的且 集 D =

x I X : x I A ( x ) 在 X 内是闭的,

� ) f 是连续的使得对每一 x I X , y | y f ( y , Tx ) 是 G _拟凸的,

� ) 对每一 N I F ( X ) , 存在X 的非空紧G _凸子集LN 包含N 使得对每一 x I LN \ K ,

如果 x I/ D, 则 A( x ) H LN X <; 如果 x I D , 则存在 y I A ( x ) H LN 满足f ( y , Tx ) <

f ( x , Tx )# 

则存在 x̂ I X 使得x̂ I A ( x̂ ) 和 f ( x̂ , Tx̂ ) [ f ( y , Tx̂ ) , Py I ( Ax̂ )# 

904 丁    协    平



注 11 1 定理 111推广了 Ding[ 11]的定理 211和 Cubiotti [12]的定理412 到非紧 G _凸空间且有更弱的假设# 

系 111  设 ( X , #) 是 G _凸空间和K 是X 的非空紧子集# 令A : X y 2X 和f : X @ X y R

G ? ] 使得

� ) A 有非空G _凸值使得A - 1
: X y 2X在X 上是紧开值的且集D = x I X : x I A 在X

内是闭的,

� ) f 是连续的使得对每一 x I X , y | y f ( y , x ) 是 G _拟凸的,

� ) 对每一N I F ( X ) ,存在X 的非空紧 G _凸子集 LN 包含N 使得对每一 x I LN \ K ,如

果 x I/ D,则 A( x ) H LN X ª;如果 x I D,则存在 y I A ( x ) H LN 满足 f ( y , x ) < f ( x , x ),

则存在 x̂ I X 使得x̂ I A ( x̂ ) 和 f ( x̂ , x̂ ) [ f ( y , x̂ ) , Py I A( x̂ )# 

证明  置 X = Y和T 是恒等映象, 容易看出定理 111的一切条件被满足# 系111的结论

由定理111推得# 

如果在系 111中 f 被_f 代替,则得到下面结果

系 112  设 ( X , #) 和 K 同于系111# A: X y 2X 和f : X @ X y R G ? ] 使得

� ) 系 111的条件( � )成立,

� ) f 连续使得对每一 x I X , y | y f ( y , x ) 是 G _拟凹的,

� ) 对每一N I F ( X ) ,存在X 的非空紧G _凸子集LN 包含N 使得对每一x I LN \ K , 如

果 x I/ D , 则A ( x ) H LN X ª ; 如果 x I D, 则存在 y I A( x ) H LN 满足f ( x , x ) < f ( y , x )# 

则存在 x̂ I X 使得x̂ I A ( x̂ ) 和

  f ( x̂ , x̂ ) = max
y I A( x̂)

f ( y , x̂ )# 

2  最优化问题和约束对策

定理 211  令 I 是(有限或无限) 指标集, ( X i , # i ) i I I 是一G _凸空间族, X = F
i I I

X i , 每一

K i < X i 是非空紧集和K = F
i I I
K i# 对每一 i I I , 令 F i : X

i y 2X i 是集值映象和f i : X y R G

? ] 是函数使得由下式定义的映象 A: X y 2X 和函数f : X @ X y R G ? ] :

  A ( x ) = F
i I I
Fi ( x

i
) 和 f ( y , x ) = E

i I I
f i ( yi , x

i
)

满足下列条件:

� ) 对每一 i I I , Fi 有非空G _凸值使得A 的逆映象A
- 1
: X y 2

X
在X 上是紧开值的且集

D = x I X : x I A( x ) 在 X 内是闭的,

� ) f 连续使得对每一 x I X , y | y f ( y , x ) 是 G _拟凹的,

�) 对每一 N I F ( X ) ,存在 X 的非空紧G _凸子集LN 包含N 使得对每一x I LN \ K ,如

果 x I\ D,则 A( x ) H LN X ª; 如果 x I D,则存在 y I A( x ) H LN 满足f ( x , x ) < f ( y , x ) # 

则存在 x̂ I X 使得对每一 i I I ,

  
x̂ i I F i ( x̂

i
) ,

f i ( x̂ ) = max
y
i

I F
i
( x̂
i
)

f i ( y i , x̂
i
) ,

即 x̂ 是非紧无限最优化问题(1) 的解# 

证明  令 X = F
i I I
X i和 # = F

i I I

#i# 由引理 111( X , #) 是一 G_凸空间和K = F
i I I
K i 是X
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的非空紧子集# 从条件 � ) ~ � ) 容易看出 A 和f 满足系 112的一切条件,所以存在 x̂ I X

使得 x̂ I A ( x̂ ) 和

  f ( x̂ , x̂ ) \ f ( y , x̂ ) , Py I A ( x̂ ) , (3)

由此,对每一 i I I , x̂ i I F ( x̂
i
) ,我们有

  E
i= I

f i ( x̂ i , x̂
i
) \ E

i I I
f i ( yi , x̂

i
) , Py I A ( x̂ )# 

选取 ŷ I X 使得ŷ i = yi I F ( x̂
i
) 和 ŷj = x̂j 对一切j I I 且j X i 成立,则有 ŷ I A ( x̂ )# 从

(3) 式推得对每一 i I I 有

  f i ( x̂ i , x̂
i
) = E

i I I
f i ( x̂ i , x̂

i
) - E

j I I , j X i

f j ( x̂ i , x̂
i
) \

E
i I I
f i ( ŷ i , x̂

i
) - E

j I I , j X i

f j ( x̂j , x̂
j
) =

f i ( yi , x̂
i
) ,  ( Py i I F i ( x̂

i
) )# 

因此我们得到对每一 i I I ,

  
x̂ i I F i ( x̂

i
) ,

f i ( x̂ ) = max
y
i

I F
i
( x̂
i
)

f i ( y i , x̂
i
) ,

即 x̂ 是非紧无限最优化问题(1) 的解# 

注 21 1 如果对每一 i I I , (X i , # i) 是紧 G _凸空间 , 则定理 21 1 的条件 � ) 被平凡满足# 定理 21 1

是 Park[ 2] 的定理 4 和 5 , D ing[ 3,4] 的定理 31 1 和 Kacz yn ski 和 Ze i dan[ 1] 的定理在 G _ 凸空间内的改

进变型# Cubiotti[ 12, p. 20] 给出了一个满足定理 311 的条件 � ) 的集值映象 A 的例子# 

定理 212  令 I 是(有限或无限) 个局中人的集, # = (X i , Fi , f i ) i I I 是约束对策其中每一

( X i , # i ) 是 G _凸空间和X = F
i I I
X i# 对每一 i I I ,令 K i < X i是非空紧集和K = F

i I I
K i# 假

设由下面定义的映象 A: X y 2X 和函数f : X @ X y R G ? ]

  A ( x ) = F
i I I
Fi ( x

i
) 和 f ( y , x ) = E

i I I
f i ( yi , x

i
)

满足下列条件:

� ) F i 和A 满足定理 211的条件( � ) ,
� ) f 连续使得对每一 x I X , y | y f ( y , x ) 是 G _拟凸的,

� ) 对每一N I F ( X ) ,存在X 的非空紧G _凸子集LN 包含N 使得对每一x I LN \ K , 如

果 x I/ D , 则A ( x ) H LN X ª ; 如果 x I D, 则存在 y I A( x ) H LN 满足f ( y , x ) < f ( x , x )# 

则存在 x̂ I X 使得对每一 i I I ,

  
x̂ i I F i ( x̂

i
) ,

f i ( x̂i , x̂
i
) [ f i ( yi , x̂

i
) , Pyi I F i ( x̂

i
) ,

即 x̂ I X 是约束对策 #的一平衡点# 

证明  令 X = F
i I I

X i 和 # = F
i I I

#i# 由引理 111( X , #) 是 G _凸空间# 显然 K = F
i I I
K i

是 X 的非空紧子集# 由条件 � ) ~ � ) , 容易检验 A 和f 满足系111的一切条件,因此存在 x̂

I X 使得x̂ I A ( x̂ ) 和

  f ( x̂ , x̂ ) [ f ( y , x̂ ) , Py I A ( x̂ )# 
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由使用定理211证明中类似的论证,我们能证明对每一 i I I ,

  
x̂ i I F i ( x̂

i
) ,

f i ( x̂i , x̂
i
) [ f i ( yi , x̂

i
) , Pyi I F i ( x̂

i
) ,

即 x̂ 是约束对策 # 的一平衡点# 

系 211  设 ( X i , f i ) i I I是一传统对策,其中每一( X i , # i ) 是 G_凸空间和X = F
i I I
X i# 对每

一 i I I ,令 K i 是X i 的非空紧子集和K = F
i I I

K i# 假设由下式定义的函数 f : X @ X y R G

? ] ,

  f ( y , x ) = E
i I I
f i ( yi , x

i
)

满足下列条件:

� ) f 连续使对每一x I X , y | y f ( y , x ) 是 G _拟凸的,

�) 对每一 N I F ( X ) ,存在 X 的非空紧G _凸子集LN 包含N 使得对每一x I LN \ K ,存

在 y I LN 满足f ( y , x ) < f ( x , x )# 

则存在 x̂ I X 使得对每一 i I I ,

  f i ( x̂ i , x̂
i
) [ f i ( yi , x̂

i
) , Pyi I X i ,

即 x̂ 是传统对策 # 的一个Nash平衡点# 

证明  对每一 i I I ,定义集值映象 F i : X
i y 2

X
i 如下: Fi ( x

i
) = X i , 对每一 x

i I X
i
,则系

211的结论由定理 212推得# 

注 21 2 如果对每一 i I I , ( X i, # i ) 是紧 G_凸空间,则定理 212 的条件( � ) 和系211 的条件( � ) 被平凡

满足# 定理212是Aubin和 Ekeland[ 5, p. 350~ 351]的定理81 41 23, Ding[ 3, 4]的定理41 1和 Yuan, Isac, Tan 和 Yu [6]的定

理 71 1在 G _ 凸空间内的改进变型# 
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Noncompact Infinite of Optimization and Equilibria

of Constrained Games in Generalized Convex Spaces

DING Xie_ping

( Depa rtm ent of Mathema tics , Sichuan Norm al Un iver sity , Chengdu 610066, P R China )

Abstract: By applying a new existence theorem of quasi_equilibrium problems due to the author,

some existence theorems of solutions for noncompact infinite optimization problems and noncompact

constrained game problems are proved in generalized convex spaces without linear structure. These

theorems improve and generalize a number of important results in recent literature.

Key words: noncompace infinite optimization; noncompact constrained game; quasi_equilibrium;

generalized convex space
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