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外激励下压电球壳的球对称稳态响应分析
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摘要:  对压电球壳空间球对称稳态响应问题进行了研究# 考虑空间球对称压电材料, 不计体力

和自由电荷,在球坐标下利用弹性理论, 由压电材料的本构方程、几何方程和运动方程导出了外激

励作用下位移、应力、应变、电势、电位移和电场强度各量的稳态解 ,并对带压电激励和感应层的弹

性球壳的球对称响应问题进行了求解# 该结果可以给结构的空间球对称动力控制问题提供良好

的理论依据,为日后对于一般性的空间动力问题的研究提供参考# 
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引   言

随着科学技术的飞速发展,越来越多的复杂机械和结构如柔性机器人、机器臂, 太空中的

飞行器、空间站等等已投入了使用# 如何有效地动态监测、控制这些结构已受到研究人员的极

大重视# 近年来,对于具有感知和控制能力的智能材料的广泛研究给复杂结构的形状和振动

控制问题提供了一条思路
[ 1, 2]# 压电材料由于其自身具有的机电耦合特性而且易于制作成各

种形状而成为一种理想的智能材料,目前已有大量文献对于压电材料在结构控制中的应用问

题进行了研究
[ 3, 4, 5]# 

压电材料空间轴对称静力问题的通解已有研究[ 6, 7, 8] ,本文就压电球壳空间球对称动力响

应问题进行了研究, 在球坐标系下利用弹性理论,由压电材料的本构方程、几何方程和运动方

程导出了在外激励(表面力和外加电势)作用下压电体的位移、应力、电势、电位移和电场强度

各量的解析解, 并将其通解应用于带压电激励、感应层的压电弹性层合球壳球对称响应问题的

求解# 该结果可以给结构的球对称动力控制问题提供良好的理论依据,为日后对于一般性的

空间动力问题的研究提供参考# 

1  压电材料球对称振动的基本方程

111  本构方程

对于线性压电连续介质, 其本构关系为[ 9] :
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  R 6@ 1 = c 6@ 6 E 6@ 1 - e
T
6@ 3 E 3@ 1, (1a)

  D 3@ 1 = e 3@ 6 E 6@ 1+ g 3@ 3 E 3@ 1, (1b)

图 1  球坐标系示意图

其中 , R 、 E 、 E 、 D 分别为应力、应变、电场强度和电位

移矢 量, 在 球 坐 标 表 示 下 ( 如 图 1) 分 别 为 R =

Rr , RH, RU, SHU, SUr, SrH
T
, E = Er, EH, EU, CHU, CUr , CrH

T
, E =

Er, EH, EU
T
, D = Dr, DH, DU

T# [ c ]、[ e]、[ g] 分别为弹性

常数、压电应力常数和介电常数矩阵# 在实际工程应用中, 压电

材料大都选取压电陶瓷或压电聚合物 PVDF# 这两类材料在宏观

上大多都呈横观各向同性[ 9]# 本文所讨论的压电材料, 都是横观

各向同性压电材料# 我们选取各向同性面为 H_U平面,即纤维平

行于 r 轴, 且沿 r 轴方向上极化(外加电势沿 r 轴施加)# 此时,横

观各向同性压电材料的弹性刚度常数矩阵、压电应力常数矩阵和介电常数矩阵分别为:

  [ c ] =

c11 c12 c12 0 0 0

c12 c22 c23 0 0 0

c12 c23 c22 0 0 0

0 0 0 1
2
( c22- c23) 0 0

0 0 0 0 c55 0

0 0 0 0 0 c55

, (2)

  [ e ] =

e11 e12 e12 0 0 0

0 0 0 0 e25 0

0 0 0 0 0 e25

, (3)

  [ g] =

g11 0 0

0 g22 0

0 0 g22

# (4)

由于本文考虑空间压电材料球对称问题,因此 CHU= CUr = CrH= 0, EH= EU= 0# 将(2)

~ (4) 代入(1) 可得 SHU= SUr = SrH = 0, DH= DU = 0,以及

  Rr = c11Er + c12( EH+ EU) - e11Er , (5)

  RH = c12Er + c22EH+ c23EU- e12Er, (6)

  RU= c12Er+ c23EH+ c22EU- e12Er, (7)

  D r = e11Er + e12( EH+ EU) + g 11Er# (8)

112  几何方程
对于空间压电材料球对称问题, 只有径向位移 ur( r , t ) , 在线性范围内, 应变和位移的关

系表示为 ,

  Er =
5 ur ( r , t )

5r , (9)

  EH = EU=
ur( r , t )

r
# (10)

电场分量 Er 和电势 <( r , t ) 的关系为

  Er = -
5 <( r , t )

5r # (11)
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113  运动方程

不计体力且设不存在自由电荷,运动方程为

  
5Rr
5r +

2Rr - RH- RU
r

= Q
52

u ( r , t )

5 t 2
, (12)

  
5Dr

5r +
2
r
D r = 0, (13)

其中 Q为压电材料的质量密度,未知量 Rr、RH、RU、Dr、Er、EH、EU、Er 均为 r 和 t 的函数# 

( 5) ~ ( 13)式组成了压电材料空间球对称动力问题的基本方程# 

2  空间球对称稳态响应解

本文主要考虑在表面力 q( t ) 和外加电势 <1( t ) 的激励下弹性压电球体的响应问题# 设

外加激励为简谐的, 即

  q ( t ) = Q#eiXt
和<1( t ) = V1#eiXt

, (14)

其中 Q、V1分别为施加的载荷集度和电势的幅值, X为外激励的频率# 本文主要关心的是在

外激励下的稳态解,因此如文[ 10] 处理,则(5) ~ (13) 式表示的压电材料空间球对称动力问题

相应的稳态响应解也可表示为简谐的

  ur ( r , t ) = U( r) eiXt和 <( r , t ) = 5 ( r ) eiXt# (15)

相应的, 未知函数 Rr、RH、RU、D r、Er、EH、EU、Er, 也可分别表示为 Rr ( r )、RH( r )、RU( r )、

Dr ( r )、Er ( r )、EH( r)、EU( r)、Er ( r ) 乘上因子 eiXt# 因此, 将各未知量的简谐表示代入(5) ~

(13) 式,压电体球对称响应问题转化为 U( r )、5( r )、Rr ( r )、RH( r )、RU( r )、D r( r )、Er ( r )、EH( r )、

EU( r ) 及 Er ( r ) 的求解问题# 

由( 13)式积分得

  D r( r ) =
A 1

r
2 , (16)

其中 A 1 为积分常数# 将(9)、(10)、(16) 式代入(5) ~ (8) 式,并消去 Er ( r ) ,可得

  Rr ( r ) = �c11
dU( r )

dr
+ �c 12

U( r )
r

-
e11

g11

A 1

r
2 , (17)

  RH( r ) = RU( r ) = �c12
dU( r )

dr + �c22
U( r )
r

-
e12
g11

A 1

r
2 , (18)

其中   �c11 = c11+
e
2
11

g11
, �c12 = c12+

e11e12

g11
, �c22 = c22+ c23+ 2

e
2
12

g 11
# 

将( 17)、( 18)代入( 12)式得

  d
2
U( r )
dr2

+
2
r

# dU( r )
dr

+
B 1

r
2 + B 2 U( r ) =

B3A 1

r
3 , (19)

其中   B1 =
�c12 - 2�c22

�c11
, B2 =

QX2

�c 11
, B3 = -

2e12

�c11 # g11
# 

方程( 19)为二阶非齐次的 Bessel方程# 方程( 19)对应的齐次 Bessel方程的通解为[ 11] :

  U0( r ) = A 2
YM( B2 r )

r
+ A 3

JM( B2 r )

r
, (20)

其中 A 2、A 3为待定常数, M= 1
2

1- 4B1, JM( x )、YM( x ) 分别表示 M阶第一、二类Bessel函数,

级数表示为
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  JM( x ) = E
]

k= 0

(- 1)
k

k !# #(M+ k + 1)
# x

2

M+ 2k

,

  YM( x ) =
JM( x ) cos(MP) - J- M( x )

sin(MP) ,

其中 #( x ) 为 GAMMA函数# 

( 19)式右端的非齐次项对应的特解可以用 Frobenius级数进行求解

  Us( r ) = A 1# E
]

n= 0
( anr

n- 1
)# (21)

将( 21)代入( 19)的微分方程,比较方程两端 r 的各阶幂次的系数,最终特解 Us( r ) 可表示

为

  Us( r ) = A 1#B4 E
]

n= 0
( a2nr

2n- 1
) , (22)

其中   B4 =
B 3

B 1
, a0 = 1, a2n = (- B2)

n F
n

k= 1

1
2k (2k - 1) + B1

,   n = 1, 2, ,# 

结合齐次方程的通解( 20)和非齐次项的特解( 22) ,最后方程( 19)的解可以表示为

  U( r ) = U0( r ) + Us( r ) = A 1 b11+ A 2 b12+ A 3 b13, (23)

其中   b11 = B 4 E
]

n= 0
( a2nr

2n- 1
) , b12 =

YM( B 2r )

r
, b13 =

JM( B 2r )

r
# 

将上式代入 ( 9)、( 10)、( 17)、( 18)便可得到用位移 U( r) 的通解表示的 Er ( r )、EH( r )、

EU( r )、Rr( r )、RH( r )、RU( r )、Er( r ) :

  Er ( r ) = A 1 b21+ A 2 b22 + A 3 b23, (24)

  EH( r ) = EU( r ) = A 1
b11

r
+ A 2

b12

r
+ A 3

b13

r
, (25)

  Rr ( r ) = A 1# �c 11b 21+ �c12
b11

r
-

e11

g 11

1

r
2 + A 2# �c11b 22+ �c12

b12

r
+

A 3# �c 11b 23+ �c12
b13

r
, (26)

  RH( r ) = RU( r ) = A 1# �c12 b21+ �c22
b 11

r
-

e12

g11

1

r
2 + A 2# �c12 b22+ �c22

b 12

r
+

A 3# �c12 b23+ �c22
b13

r
, (27)

  Er ( r) =
1
g11

A 1#
1

r
2 - e11b21- 2e12

b11

r
+ A 2# - e11 b22- 2e12

b 12

r
+

A 3# - e11 b23- 2e12
b13

r
, (28)

其中

  b21 = B 4# E
]

n= 0

( a2n#(2n - 1)#r
2n- 2

) ,

  b22 =
B 2

r
- YM+ 1( B2 r) +

MYM( B 2r )

B2 r
-

YM( B2 r )

2r 3/ 2 ,

  b23 =
B 2

r
- JM+ 1( B2 r ) +

MJM( B2 r )

B2 r
-

JM( B2 r )

2r 3/ 2 # 

考虑到( 11)中 Er ( r ) 与 5( r ) 的关系得
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  5( r ) =
1
g 11

( A 1 b31+ A 2 b32+ A 3 b33) + A 4, (29)

其中

  b31 =
1
r
+ B4 E

]

n= 0

a2n e11+
2e12

2n - 1
r
2n- 1

,

  b32 = e11 b12 + 2e12
1

sin(MP) ( cos(MP) G1- G2) ,

  b33 = e11 b13 + 2e12G1,

  G1 =
1
2

B2

M

# E
]

n= 0

-
B 2

4

n

r
2n+ M- 1/ 2

n!# 2n + M-
1
2

# #( n + M+ 1)
,

  G2 =
1
2 B2

M

# E
]

n= 0

-
B 2

4

n

r
2n- M- 1/ 2

n!# 2n - M-
1
2

# #( n - M+ 1)
,

A 4为积分常数# 

至此,求出了压电材料球对称动力响应问题的应力、应变、位移、电位移、电势及电场强度

的分布# 在这些解中包含 4个未知积分常数A 1, A 2, A 3, A 4# 它们由问题的机械和电场边界条

件确定# 

若材料为普通的横观各向同性弹性材料时,只需令( 23~ 27)式中的压电常数为零,则可得

到纯弹性体的位移、应力和应变的解析表达式,

  U
e
( r ) = A 5 b

e
12+ A 6 b

e
13, (30)

  Eer ( r ) = A 5 b
e
22 + A 6b

e
23, (31)

  E
e
H( r ) = E

e
U( r) = A 5

b
e
12

r
+ A 3

b
e
13

r
, (32)

  Rer( r ) = A 5 c
e
11b

e
22+ c

e
12

b
e
12

r
+ A 6 c

e
11 b

e
23+ c

e
12

b
e
13

r
, (33)

  R
e
H( r) = R

e
U( r) = A 5 c

e
12 b

e
22+ c

e
22

b
e
12

r
+ A 6 c

e
12 b

e
23 + c

e
22

b
e
13

r
, (34)

其中 c
e
ij ( i , j = 1, 2) 为弹性材料的弹性常数, Q

e
为弹性材料的质量密度,

B
e
1 =

c
e
12- 2c e

22

c
e
11

, B
e
2 =

Q
e
X

2

c
e
11

, M
e
=

1
2 1 - 4B

e
1, b12 =

YM
e( B

e
2 r)

r
,

b
e
13 =

JMe( B
e
2 r)

r
, b

e
22 =

B
e
2

r
- YM

e
+ 1( B

e
2 r ) +

Me # YM
e( B

e
2 r )

B
e
2 r

-
YM

e( B
e
2r )

2r 3/ 2 ,

b
e
23 =

B
e
2

r
- JMe

+ 1( B
e
2 r ) +

Me # JMe( B
e
2 r )

B
e
2 r

-
JMe( B

e
2r )

2r3/ 2
# 

此时待定常数只有 A 5, A 6 两个# 

3  压电弹性层合球壳在外激励下的机械和电场边界条件

对于一N 层的层合压电球壳(如图 2) ,压电层可放置在层合球壳的内外表面, 也可放置在

层间# 若外、内壁上分别受到均布的简谐外载 q 1e
iXt、q2e

iXt
, 在结构的外内表面上必须分别满
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足力学边界条件 Rr = q1 和 Rr = q 2# 

如果结构外表面层(第N 层) 作为压电激励层, 内表面层(第 1层) 作为压电感应层, 在激

励层的外表面上施加电势 VeiXt
,结构还应满足相应的电学边界条件:

1) 压电激励层外表面: 5 = V;

2) 压电感应层内表面: Dr = 0# 

图 2 压电弹性层合球壳的示意图       图 3 带压电层的弹性球壳的示意图

对于 N 层压电球壳,有 N - 1个界面,在界面上位移、应力及电学量应满足连续条件 U
i
=

U
i+ 1

, R
i
r = R

i+ 1
r , 5

i
= 5

i+ 1
, D

i
r = D

i+ 1
r ( i = 1, ,, N - 1) # 

若压电弹性层合球壳有 I 层压电层, N - I 层纯弹性层,由上节可知该结构的通解有 2I +

2N 个待定常数,同时该结构共有2I + 2N个边界和连续性条件, 因此所有待定常数是可以唯一

确定的# 

4  数 值算 例

本文采用图 3所示结构进行数值计算,压电层与弹性层交界面上 5 = 0# 选用一种PDVF

作为压电感应层和激励层的压电材料, 其材料参数为[ 12]

  E = 210 GPa, M= 0129, e11 = - 01072 C/ m2
, e13 = 01046 C/ m2

,

  g11 = g22 = 01106 2 @ 10- 9 F/ m, Q= 180 0 kg/ m3# 

感应层和激励层的厚度取为相等, 以 h2 表示# 

弹性层选用一种横观各向同性的弹性材料,其材料参数为:

  EL = 17215 GPa, ET = 619 GPa, MLT = MTT = 0125, Q
e
= 780 0 kg/m

3# 

其中下标 L和 T 分别表示平行和垂直纤维的方向# 

计算时所有变量均进行了无量纲化处理:

  U
*

=
U
h1

, R*r =
Rr
c
e
11
, R*H =

RH
c
e
11
, R*U =

RU
c
e
11
, D

*
r =

Dr

e
p
11
, 5*

=
e
p
11 5

c
e
11r 1

,

  q
*
i =

qi

c
e
11

  ( i = 1, 2) , V *
=

e
p
11V

c
e
11r 1

, r
*

=
r
r 1

, B=
h1

h2
# 

其中上标 e和 p分别表示弹性层和压电层的材料参数, r 1、h1 为弹性层的外径和厚度# 以下

算例中选用 r 1 = 110 m, h1 = 014 m, X = 200 rad/ s, q *
1 = - 011, q *

2 = 010# 

通常情况下,粘贴压电层的弹性球壳的受力特性将会发生变化, 若压电层的厚度较之弹性

层的厚度很薄时,这种影响不会很大,为此,我们进行定量分析, 在相同的外载条件下, 激励层

上不施加外加电压时,采用不同厚度比 B进行了分析, 并与不带压电层的同一弹性球壳的结果
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进行了比较# 图4给出了弹性层中部即( r0 = r1- h1/ 2) 处位移、应力在压电层取不同厚度时

与不带压电层的弹性球体的相应量的比较,其中上标 0表示没有压电层时弹性球壳在相同边

界条件下对应的各变量# 从图4可以看出,当 B= 100时,两种情况的径向位移 U,径向应力

Rr 及周向应力RH已趋向一致,说明压电材料对于弹性层的机械性能的影响可以忽略# 因此,

在本文的分析中,我们取 B= 100,这样可以着重研究压电层的机电耦合特性对于弹性层的作

用效果# 

图 4 弹性层中部 ( r 0 = r 1 - h1/ 2) 处位      图 5  不同外加电势情况下弹  

移,应力在压电层取不同厚度时与 性层径向位移的分布

不带压电层的弹性球体的比较

图5至图 7表示激励层在有、无外加电势的情况下,弹性层的径向位移、径向应力、及周向

应力沿厚度的分布规律# 从图中看出激励层上外加电势的施加, 可以引起弹性层的应力和位

移的显著改变, 而且正的电势产生拉应力和伸长变形, 负的电势产生压应力和缩短变形# 根据

这个规律可以按照实际控制的要求施加合适方向的电势, 从而达到对被控制结构减振或激振

的目的# 

    图 6 不同外加电势情况下弹        图 7 不同外加电势情况下弹

性层径向应力的分布 性层周向应力的分布

图8、图 9表示激励层在有、无外加电势的情况下,电势沿激励层和感应层的厚度方向的

分布规律# 图中可以看出电势的分布几乎是线性的,这个规律可以应用于复杂结构的压电控

制的近似理论中# 
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     图 8 不同外加电势情况下        图 9 不同外加电势情况下

激励层的电势分布 感应层的电势分布

5  结   论

本文利用弹性理论对压电球壳球对称稳态响应问题进行了研究,给出了外激励下相应的

应力、位移和电势分布的通解# 该结果对于理解压电材料在动力条件下的机电耦合效应十分

有益,并给压电智能结构的球对称动力控制问题提供良好的理论依据,为进一步进行一般性的

空间动力控制问题的研究提供参考# 
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Spherical_Symmetric Steady_State Response of

Piezoelectric Spherical Shell Under

External Excitation

LI Hong_yun,  LIU Zheng_xing,  LIN Qi_rong

( Depar tment of En gin eer in g Mechanics , Shan ghai Jiaotong

Un iver sity , Shan gha i 200030, P R China )

Abstract: Spherical_symmetric steady_state response problem of piezoelectric spherical shell in the

absence of body force and free charges is discussed. The steady_state response solutions of mechan-i

cal displacement, stresses, strains, potential and electric displacement were derived from constitutive

relations, geometric and motion equations for the piezoelectric medium under external excitation ( i.

e. applied surface traction and potential) in spherical coordinate system. As an application of the gen-

eral solutions, the problem of an elastic spherical shell with piezoelectric actuator and sensor layers

was solved. The results could provide good theoretical basis for the spherical_symmetric dynamic con-

trol problem of piezoelectric intelligent structure. Furthermore, the solutions can serve as reference

for the research of general dynamic control problem.

Key words: piezoelectric material; steady_state response; spherical coordinate system; actuator lay-

er; sensor layer
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