
文章编号: 1000_0887(2000) 07_0693_08

一类微生物种群生态数学模型的 Hopf分支
X

郭瑞海
1
,  袁晓凤2

( 11 西南民族学院 数学系, 成都 610041; 21 中国科学院 成都计算所数理室,成都 610041)

(李继彬推荐)

摘要 :  讨论了一类具有二阶生长速率的微生物菌群生态数学模型# 运用常微分方程空间定性理

论的手法,在四维相空间中对该模型进行了深入讨论,判定了平衡点的类型及稳定性, 分析了正平

衡点的存在及成为 0+ 吸引子的条件# 最后讨论了系统小扰动下产生Hopf分支的问题# 
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中图分类号:  O175112   文献标识码:  A

1  数 学模 型

在许多微生物生化反应过程中,常常有多种菌群参与, 存在复杂的代谢过程[ 1]# 各功能菌

之间出现前一阶段微生物的代谢物构成后一阶段微生物的代谢基质的非捕食链的关系# 今主

要考虑第一、二阶段两种功能菌的相互作用# 两种功能菌群分别记为 x 1, x 2, 在一定的条件下

可得到如下模型 :

  
&x 1 = a01Ûx 1 + a1x 1+ a11x

2
1,

&x 2 = a02Ûx 2 + a2x 2+ a21x 1x 2 + a22x
2
2# 

(1)

为便于利用常微分方程定性分析手法,我们对( 1)作如下变换# 

令 yi = Ûx i  ( i = 1, 2; Ûx i = dx i / dt )# 

于是得到四维的一阶方程组

  

Ûx 1 = y 1,

Ûy 1 = a01y1 + a1x 1+ a11x
2
1,

Ûx 2 = y 2,

Ûy 2 = a02y2 + a2x 2+ a21x 1x 2 + a22x
2
2# 

(2)

2  平衡点及其稳定性

采用矩阵记号, ( 2)可以写为

  ÛX = F( X)# (3)
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其中, X = ( x 1, x 2, y 1, y2)
T
, F (X) = ( y 1, y 2, a01y 1+ a1x 1+ a11x

2
1, a02 y2 + a2x 2+ a21x1x 2 +

a22x
2
2)

T# 

由 F ( X) = 0解得(3) 的平衡点为

  O1(0, 0, 0, 0) , O2(- a1/ a11, 0, 0, 0) , O3(0, - a2/ a22, 0, 0) ,

    O4( m1, m2, 0, 0) # 

其中, m1, m2满足方程 a1+ a11x 1 = 0, a2 + a21x 1+ a22x 2 = 0# 

即

  m1 = �x 1 = -
a1

a11
,  m2 = �x 2 =

1
a11a22

( a1a21- a11a2) # 

条件 Ñ: a1 > 0, a2 > 0, a11 < 0, a22 < 0, a21适当小# 

易知,在条件Ñ下可以使平衡点 O1, O2, O3, O4 I R
+
4 = ( x 1, x 2, y 1, y 2) | x i \0, yi \0,

i = 1, 2 # 

特别地称 �x 1 > 0, �x 2 > 0的平衡点 O4为正平衡点# 

研究平衡点的性态需要计算( 3)的一阶变分方程

  ÛX = AX , (4)

其中, A = DF ( X
*
) 为 F( X) 的 Jacobi矩阵, X

* 表示上述 4个平衡点之一,矩阵 A为

  A =

0 0 1 0

0 0 0 1

b1 0 a01 0

c1 b2 0 a02 |
X= X

*

此处 b1 = a1 + 2a11x
*
1 , b2 = a2+ a21x

*
1 + 2a22x

*
2 , c1 = a21x

*
2 # 

A 的特征多项式为

  U( K) = | KE - A | = ( K
2
- Ka01- b 1) ( K

2
- a02K- b2)# (5)

四个特征根为

  K?
i =

1
2
( a0i ? a

2
0i + 4bi )  ( i = 1, 2)# (6)

代入各平衡点的坐标计算各 bi ( i = 1, 2) 列表为

平衡点 b1 b2

O 1 a 1 a 2

O 2 - a 1 - a 22m2

O 3 a 1 - a2

O 4 a11 m1 a 22m2

( 7)

条件 Ò  a01 # a02 X 0, b1 # b2 X 0# 

引理 211  设条件Ò成立,则系统( 4)的所有平衡点均为双曲平衡点# 

证明  由( 6)及条件Ò, Re( K
?
i ) X 0( i = 1, 2) ,立得结论# 
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引理 212  设条件Ò成立,则平衡点 X
* 的类型可由 a0i , bi的符号确定 � ) 若 X

* 处存在

bi ( X
*
) > 0 i I 1, 2 ,则该平衡点必为广义鞍点# � ) 若所有 bi ( X

*
) < 0( i = 1, 2) 时# ¹

当所有 a0i < 0( i = 1, 2) , X * 为渐近稳定的广义结点# º 当 a0i > 0( i = 1, 2) 时, X
* 为不稳

定的广义结点# » 若 a01 # a02 < 0,则 X
* 为广义鞍点# 

证明  由( 5)知,若存在 bi > 0, i I 1, 2 ,则由 K2
- a0iK- bi = 0,存在一对相异符号的

实特征根 K?
i # 由引理 211, 则另一对特征根也有非零实部# 由文[ 2]、[ 3] 之分类法, X

* 为广

义鞍点,结论 � ) 成立# 

若 bi ( X
*
) < 0, i = 1, 2,则由(6) 知特征根实部符号由 a0i 决定,即Re( K?

i ) a0i > 0,进而

当 a0i < 0( i = 1, 2) 时, Re( K
?
i ) < 0, � ) ¹ 成立; 当 a0i > 0( i = 1, 2) 时, Re( K

?
i ) > 0, � ) º

成立;当 a01a02 < 0时, Re( K?
1 ) # Re( K?

2 ) < 0, � ) » 成立# 

定理 213  设条件 Ñ,条件Ò成立且 a0i < 0( i = 1, 2) ,则系统(4) 的所有平衡点均为双曲

型的# 且 O1_O3 为广义鞍点, 不稳定平衡点 # O4 为渐近稳定的广义结点, 亦称为 0+ 吸引

子[ 3]# 

证明  由( 7)知平衡点 O1、O2、O3均有 bi > 0,则引理212结论 � ) 成立,故都为广义鞍点,

在平衡点 O4处 bi < 0( i = 1, 2) ,且 a0i < 0,引理212中结论 � ) ¹ 成立,故 O4为渐近稳定的

广义结点# 

至此,我们完成了一阶线性变分方程的局部定性分析# 由 Hartman定理[ 4] , 原非线性系统

各平衡点处轨线的拓扑结构亦完全清楚# 

3  系统在小扰动下的Hopf分支

在实际应用中, 主要关心系统中各功能菌稳定在一定数量时的持续生长过程,故应着重研

究正平衡点 O4及其周围轨线的分布状况# 

由系统( 2)可知功能菌 x1 由子系统

  
Ûx 1 = y 1,

Ûy 1 = a01y1 + a1x 1+ a11x
2
1

(8)

完全确定,此模型中未考虑功能菌 x 2 对 x 1产生的作用# 实际上,由于所处同一环境,在生化

反应过程中,当功能菌 x 2积累到一定数量时将会对功能菌 x 1产生一些小的影响# 因此我们

将一个小的扰动项加到(8) 上,作为对原模型的补充完善, 设

  

Ûx 1 = y 1,

Ûy 1 = a01y1 + a1x 1+ a11x
2
1+ a12( x 1- m1) ( x 2- m2) ,

Ûx 2 = y 2,

Ûy 2 = a02y2 + a2x 2+ a21x 1x 2 + a22x
2
2,

(9)

其中 a12充分小,此时正平衡点 O4仍保留, m 1, m2 同第 2节# 

作平移变换 N= x1 - m1, G= x 2- m2, (9) 变为

  X
H

= A�X + G, (10)

其中, �X = ( N, G, y 1, y2)
T
, G = (0, 0, a11N

2
+ a12NG, a21NG+ a22G

2
)

T
,
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  A |
O4

=

0 0 1 0

0 0 0 1

b 1 0 a01 0

c1 b2 0 a02

, b1 = a11m1, b2 = a22m2, c1 = a21m 1# 

311  中心流形的存在性

由( 6)知,线性系统的四个特征根为

  K?
i =

1
2
( a0i ? a

2
0i + 4bi )   ( i = 1, 2) # 

条件 Ó: a01 = 0, a02 < 0# 

在条件Ó下,平衡点 O4 为非双曲平衡点# 

定理 311(中心流形的存在性)  设条件Ñ、条件Ó成立# 则系统( 10)在 O4邻域存在 2维

的局部稳定流形 S 及2维中心流形 M# 它们分别切于线性系统 O4 的稳定特征子空间与中心

子空间# 

证明  由条件Ñ ,正平衡点 O4存在, b1 = a11m1 < 0, b 2 = a22m2 < 0# ,由条件 Ó,系统

存在一对纯虚根和一对有负实部的特征根,满足中心流形定理
[ 5]

,故存在中心流形# 

312  中心流形的计算

中心流形的计算往往非常复杂,手工难于进行# 借助计算机符号代数软件我们较顺利地

完成了这一工作# 

为计算方便,今记 K1 = K
+
1 , K2 = K

-
1 , K3 = K

+
2 , K4 = K

-
2 , D12 = K

2
1- a02K1- b2,

D22 = K2
2- a02K2- b 2, K1, 2 = A? iB

由于在正平衡点 O4处 b1 < 0, b2 < 0, 对临界参数条件 a01 = 0,则 A= 1
2
a01 = 0,

K1, 2 = ? iB( B= - b1) 为一对共轭纯虚数特征根,且当 a
2
02+ 4b2 > 0时, K3, K4为负实数特

征根# 

在上述假设下存在线性无关的特征向量 e1, e2, e3, e4组成变换矩阵

  ( e1, e2, e3, e4) =

D12 D22 0 0

c1 c1 1 1

K1D12 K2D22 0 0

K1 c1 K2c1 K3 K4

,

其中, K1, K2, D12, D22为复数, 所得 e1, e2为共轭复向量# 通过分离 e2的实、虚部可以得到实

形式的变换矩阵,记为 P( A= 0时)

  P =

s - t 0 0

c1 0 1 1

- Bt - Bs 0 0

0 - c1B K3 K4

,

其中, s = - B2
- b2, t = - a02B, B= - b1# 

对( 10)施行变换 �X = Pu , u = ( u1, u2, u3, u4)
T 得

  Ûu = P
- 1
APu + P

- 1
G = Ju+ �G# (11)

其中
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J =

0 - B 0 0

B 0 0 0

0 0 K3 0

0 0 0 K4)

,

P
- 1

=
1

| P |

Bs( K4- K3) 0 - t( K4- K3) 0

- Bt ( K4- K3) 0 - s( K4- K3) 0

Bc1( Bt - sK4) BK4( s
2
+ t

2
) c1( Bs + tK4) - B( s

2
+ t

2
)

- Bc1( Bt - sK3) - BK3( s
2
+ t

2
) - c1( Bs + tK3) B( s2

+ t
2
)

,

| P | = detP = B( s
2
+ t

2
) ( K4- K3)# 

为简化后面的表达, 记 Q = P
- 1

= ( qij ) ,则

  �G = QG = ( g1, g2, g3, g4)
T
,

  

g1 = a11 q13N
2
+ a12 q13NG,

g2 = a11 q23N
2
+ a12 q23NG,

g3 = q33( a11N
2
+ a12NG) + q 34( a21NG+ a22G

2
) ,

g4 = q43( a11N
2
+ a12NG) + q 44( a21NG+ a22G

2
)# 

(12)

现在将( 11)分为两个子系统 uc , uB 的组合

  uc = ( u1, u2)
T
, uB = ( u3, u4)

T
,

  Ûuc =
0 - B

B 0

u1

u2

+
g1

g2

C Cuc + �Gc , (13)

  ÛuB =
K3 0

0 K4

u3

u4
+

g3

g4
C BuB + �GB# (14)

则中心流形为 uB = h( uc ) =
h3( u1, u2)

h4( u1, u2)
, h( uc ) 满足

  Dh( uc ) # [ Cuc + �Gc | ( uc, h( uc ) ) ] = Bh( uc) + �GB( uc , h( uc ) ) , (15)

且    h (0) = 0,  Dh (0) = 0,

其中, Dh( uc ) =

5h3

5u1

5h3

5u2

5h4

5u1

5h4

5u2

# 

令 h i = h i1u
2
1+ h i2u1u2+ hi 3u

2
2+ hi 4u

3
1+ ,   ( i = 3, 4)# (16)

将( 16)代入( 15) , 比较等式两边同次幂的系数可确定出 hij , i = 3, 4, j = 1, 2, 3 ,

由计算机算得

  h31 =
1

K3(4B2
+ K2

3)
(- 2B2

q34a22c
2
1- q34a22c

2
1K

2
3- 2B2

a11q33s
2
-

a11 q33 s
2
K

2
3- 2B

2
a11 q33t

2
- 2B

2
a12 q33 sc1- a12q 33sc1K

2
3-

2B2
q34a21 sc1- q 34a21 sc1K

2
3+ K3Ba12q33tc1+

K3Bq34a21tc1+ 2K3Ba11 q33 st ) ,

  h32 =
1

4B2
+ K2

3
( K3a12 q33 tc1+ K3q 34a21 tc1+ 2Bq34a22c

2
1+
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2K3a11 q33 st - 2Ba11q33t
2
+ 2Bq34a21 sc1+

2Ba11q33s
2
+ 2Ba12 q33 sc1) ,

  h33 =
1

K3(4B2
+ K2

3)
(- K3Ba12q 33tc1- K3Bq 34a21 tc1- 2B2

q34a22 c
2
1-

2K3Ba11q 33st - 2B
2
a11 q33 t

2
- K

2
3a11 q33 t

2
-

2B
2
q34a21 sc1- 2B

2
a11 q33 s

2
- 2B

2
a12 q33 sc1) ,

  h41 =
1

K4(4B2
+ K2

4)
(- 2B2

q44a22c
2
1- q44a22c

2
1K

2
4- 2B2

a11q43t
2
-

2B2
a11q 43 s

2
- a11 q43 s

2K2
4- 2B2

a12q 43sc1 - a12 q43 sc1K
2
4-

2B2
q44a21 sc1- q 44a21 sc1K

2
4+ K4Bq44a21tc1+

2K4Ba11q 43st + K4Ba12 q43 tc1) ,

  h42 =
1

4B
2
+ K

2
4
(- 2Ba11q 43t

2
+ K4 q44a21 tc1+ 2K4a11 q43 st +

K4a12 q43 tc1+ 2Ba11q 43s
2
+ 2Ba12 q43 sc1+

2Bq44a22c
2
1+ 2Bq44a21 sc1) ,

  h43 =
1

K4(4B2
+ K2

4)
(- K2

4a11 q43 t
2
- K4Bq44a21tc1- 2K4Ba11 q43 st -

K4Ba12q 43tc1- 2B2
a11 q43 s

2
- 2B2

a12q 43sc1 - 2B2
q44a22c

2
1-

2B2
a11q 43t

2
- 2B2

q44a21sc1)# 

给定系统参数值,则 hij ( i = 3, 4, j = 1, 2, 3, ,)可数值计算出, 再将 hij代入(16) 得出中心

流形截取到二阶的表达式# 

313  Hopf分支

在实际问题中, 系统( 9)的系数 a01联系着参数 L及常数 b,可描述为 a01 = L- b# 当参

数 L变化,满足一定条件下可使系统产生Hopf型的周期解# 

中心流形上的流满足方程

  Ûuc =
0 - B

B 0

u1

u2
+

g1( u1, u2, h3( u1, u2) , h4( u1, u2) )

g2( u1, u2, h3( u1, u2) , h4( u1, u2) )

引理 312[ 6] (Hopf分支存在性)  若系统满足条件

11横截条件 d =
dA( L)

dL
X 0,

21判定量 a X 0, ( a 的表达见后面) # 

则系统存在Hopf分支# 

由 d 和a 的符号可进一步判定分支方向及周期轨道的稳定性,分为四种情形# 

情形1  d > 0, a > 0,当 | L- b | 充分小, L< b时,原点附近有不稳定的周期轨道产生;

情形 2  d > 0, a < 0, 当 | L- b | 充分小, L> b ,原点附近有渐近稳定的周期轨道产生;

情形 3  d < 0, a > 0,当 | L- b | 充分小, L > b,原点附近有不稳定的周期轨道产生;

情形 4  d < 0, a < 0,当 | L- b | 充分小, L< b ,原点附近有渐近稳定的周期轨道产生# 
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注 1 a < 0时, 分支周期轨道总是稳定的,称为超临界( super critical)分支# a > 0时, 分支周期轨道是不

稳定的,称为亚临界( subcritical)分支# 

下面具体计算 d 与a# 

由 d =
dA( L)

dL
=

d
a01

2
dL

=
1
2
> 0,故横截条件成立# 

判定量 a 由下式确定: (参[ 6] )

  a =
1
16
[ g1u

1
u

1
u

1
+ g1u

1
u

2
u

2
+ g2u

1
u

1
u

2
+ g2u

2
u

2
u

2
] +

1
16B

[ g1u
1
u

2
( g1u

1
u

1
+

g 1u
2
u

2
) - g 2u

1
u

2
( g2u

1
u

1
+ g2u

2
u

2
) - g1u

1
u

1
g2u

1
u

1
+ g 1u

2
u

2
g2u

2
u

2
] ,

式中各偏导数值取在分支点, 即 ( u1, u2, L) = (0, 0, b )# 利用计算机符号软件计算得

  a =
1
16

aa +
1

16B
bb# 

其中

  aa = (- 2a12 t ( h32+ h42) + 3a12 s (2h31+ 2h41) + a12 s(2h33+ 2h43) ) q13+

(2a12 s( h32+ h42) - 3a12 t (2h33+ 2h43- a12 t (2h31+ 2h41) ) q 23,

  bb = (- 2a11 ts - a12 tc1) (2a11 s
2
+ 2a12sc1+ 2a11 t

2
) q

2
13+

(- (2a11 s
2
+ 2a12sc1)

2
+ 4a

2
11t

4
) q23 q13 + (2a11 ts + a12 tc1)

(2a11s
2
+ 2a12 sc1+ 2a11 t

2
) q

2
23# 

定理 313  系统( 11)在原点处满足Hopf横截条件 d > 0, 判定量 a X 0时, 存在Hopf分

支# 当 a < 0时存在超临界分支: L> b , | L- b | 充分小时将在原点附近产生渐近稳定的

周期轨道;当 a > 0时存在亚临界分支; L< b , | L- b | 充分小时将在原点附近产生不稳定

的周期轨道# 

证明  由横截条件 d > 0,则当 a > 0时对应于引理312之情形1; a < 0对应于情形2,故

相应的结论成立# 

由Hopf分支产生的周期轨为小振幅周期解, 周期 T U 2P
B

# 

系统( 11)在原点附近的周期解对应于原非线性系统( 10)在正平衡点 O4附近的周期解,稳

定的周期解意味着两功能菌 x 1、x 2 持续共存,且在平衡点附近有小的周期性振荡# 

4  算   例

对系统( 10) , 选取如下一组参数值: a01 = 0, a02 = - 10, a1 = 25, a11 = - 011, a2 = 16, a21

= 0101, a22 = - 011,则正平衡点坐标为 m1 = 250, m2 = 185, 线性变分方程的特征根为 K1 =

5i, K2 = - 5i, K3 = - 2145049, K4 = - 7154951# 

当 a12 = 01005, Hopf分支判定量 a = 0100009835810574此时得到亚临界分支;当 a12 =

- 01005,Hopf分支判定量 a = - 0100009830777674, 此时得到超临界分支# 平衡点( m1, m2, 0,

0) 将要分支出稳定的周期轨# 
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Hopf Bifurcation for a Ecological Mathematical

Model on Microbe Populations

Guo Ruihai,  Yuan Xiaofeng

( 11Depar tm ent of Ma them atics , Southwest Na tion alities

College , Chengdu 610041, P R China ;

21 Center for Mathem atical Scien ces , CICA , Academ ia Sin ica , Chengdu 610041, P R China )

Abstract: The ecological Model of a class of the two microbe populations with second_order growth

rate is studied. The methods of qualitative theory of ordinary differential equations are used in the

four_dimension phase space. The qualitative property and stability of equilibrium points are analysed.

The conditions under which the positive equilibrium point exists and becomes andO+ attractor are ob-

tained. The problems on Hopf bifurcation are discussed in detail when small perturbation occurs.

Key words: mathematical model; qualitative theory; equilibrium points, Hopf bifurcation
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