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用链式模型讨论圣文南原理
X
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摘要:  用泛函分析的双空间理论为计算力学构造了一个严密的背景理论, 以此在链式模型上讨

论圣文南原理,同时将传统的连分数扩展为算子连分式作为链式模型的本征关系式# 平衡力系的

影响在链式模型上由近及远的衰减受算子连分式的收敛性的控制 ,所以圣文南原理的合理成分体

现为算子连分式的收敛性# 发散的算子连分式对应着平衡力系的明显非零的影响可以传达到无

穷远的场合,所以/ 圣文南原理0并不是普遍成立的原理# 
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引   言

圣文南原理按Love[ 1]的意见为:平衡力系的影响范围不会很大# 此原理是弹性力学理论

和实际应用间的桥梁,但自 1855年提出以来一直未得到一般证明# 

Zanaboni[ 2] ,Mises[ 3] ,Hoff[ 4]作过重要研究# 从 Toupin [ 5]以后,大量理论研究表明该原理在

棒,柱, 楔, 螺旋等特殊形体上是适用的, 著名的有 Horgan
[ 6]
, Knowles, Sternberg, Naghdi, Synge,

Oleinik, Roseman等,但弹性力学的一般证明进展缓慢# 本文作者与堤一发现结构力学中最简

单的多层建筑可与连分数对应, 发散的连分数对应平衡力系的影响可以传达到无穷远的场

合[ 7] ,而后又提出链式模型[ 8]# 著者将连分数扩展为矩阵连分数,并发现在计算力学中圣文南

原理的合理成分体现为矩阵连分数的纯数学性质
[ 9] # 计算力学属于近似计算,于是著者又用

泛函分析为计算力学配了个严密的背景理论(可叫宏观弹性力学) , 在该严密理论中证明该原

理的合理成分体现为算子连分式的纯数学性质
[ 10]# 本文系此结果的综述# 

1  链式模型

合力与合力矩均为零的平衡力系 f 1 作用于体力初应力热应力均为零的连续连通线弹性

物体表面小域 P1上# 以一系列互不相交的光滑截面P2, P3, ,, Pn将物体分为n段,各段叫做

环节, 各环节相接如链,叫链式模型(图 1)# P1 属于第一环节叫始端 # 最后的环节上选一片

与 Pn 不相交的表面作远端Pn+ 1,该远端可是自由的或固定的# P i上的面力函数记作f i , 变位

701

 应用数学和力学,第 21 卷 第 7期( 2000年 7 月)

  Applied Mathemat ics and Mechanics
           应用数学和力学编委会编重 庆 出 版 社 出 版  

X 收稿日期:  1999_06_25; 修订日期:  2000_02_16

基金项目:  国家自然科学基金资助项目( 19072070)

作者简介:  武建勋( 1948~ ) ,副教授, 博士.



函数记作 ui ( i = 1, 2, ,, n + 1) # 

总应变能为 Un# 从 Pj+ 1 处切除该截面以远各环节, 令切开面自由 ( f i+ 1 = H) 或固定

( ui+ 1 = H) 并让 f 1仍作用于P 1上而形成应变能分别记作 Uf
i
, Ur

i
( i = 1, 2, ,, n) 的两个状态# 

这里 H为零函数# 可以证明一般地有[ 8]

  Uf
1
> Uf

2
> Uf

3
> ,> Uf

n
\ Un, (1)

  Ur
1
< Ur

2
< Ur

3
< ,< Ur

n
[ Un , (2)

今定义

  Wi = Uf
i
- Ur

i
> 0   ( i = 1, 2, ,, n ) , (3)

显然有

  Wi > Wi+ 1   ( i = 1, 2, ,, n - 1) , (4)

图 1  链式模型

即 W i随距离增加而单调递减# 

令 n y ] 且 n对应无穷远# 圣文南原理预

言当有

  lim f i = H, (5)

  limu i = H# (6)

此时让极远截面自由或固定将不会扰动原状

态,即应有

  limUf
i
= limUr

i
, (7)

或

  limWi = 0# (8)

反之, 若式( 8)成立,则要求式( 5)和( 6)成立,

否则由( 1) ( 2)知必有

  limWi > 0# (9)

于是式( 8)与式( 5)和( 6)等价# 式( 8)为圣文南原理在链式模型上的表达式# 

Wi 趋于零的速度与各环节有关,但弹性力学缺乏讨论的手段# 文献[ 9] 用结构力学讨论

式(8) 的成立条件成功# 结构力学不是严密理论,但可用泛函分析为其造一严密的背景理论

如下,并在此基础上再现文献[ 9] 的结果# 

2  静力学的双空间理论

体力初应力热应力均为零的连续连通线弹性物体表面为 8# 8 上可以定义的一切表面

力函数f 或表面变位函数u分别构成Hilbert空间 Ef 或Eu# Ef 和Eu 定义在同一 8上构成双空

间体系# 

弹性力学的存在唯一性定理保证对任一 f I Ef 存在唯一的应变场及可能含一未定刚体

位移项的表面变位u I Eu# 由于本课题不关心刚体位移,可将彼此仅差一刚体位移的诸 u归

并为一类(Class) 作为 Eu中的同一元素, 于是 Ef和Eu之间可建立一一对应# 在泛函分析中就

是存在算子或映射 S 使得

  u = Sf   (f I Ef , u I Eu ) , (10)

而且 S 有逆算子K = S
- 1
, KS = SK = I 存在使

  f = Ku   (f I Ef , u I Eu )# (11)
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本文用 I 记单位算子或恒等算子, V 记投影算子, ( 记零算子, H记零函数# 必要时以下

标区别# Ef 和Eu 中的 I (和 V) 必须是共同的# 对 S(及 S 的子算子) 可定义模 +S +# S 为

线性算子,因为

  S( f 1+ f 2) = Sf 1+ Sf 2   ( f 1, f 2 I Ef ) , (12)

  S( Af ) = ASf   (f I Ef , A I R)# (13)

在 Ef @ Eu上定义/伪内积03x , y4= Q8
xyds I R, x I Ef , y I Eu 或y I Ef , x I Eu# 于

是有   3f , u4= 3u , f 4,

  

3f 1+ f 2, u4= 3f 1, u4+ 3f 2, u4,

3Af , u4= A3f , u4

3f , Sf 4 \ 0   (等号仅在 f = H时有效)# 

(14)

由于式( 14)最后一式, S 是正定算子# 正定算子可以求逆# 正定算子之和是正定算子# 

可将3f , u4理解为 f ( u) 或 u(f ) ,于是符合泛函分析中的双空间定义# 

若对 S有算子S
* 存在使得对任意 f 1, f 2 I Ef 有3f , Sf 4= 3S *

f , f 4,则 S
* 是 S 的伴随算

子# 若 S
*
= S 则S 是自伴随算子# Betti定理保证 S 是自伴随算子# 又有

  ( AB )
*
= B

*
A
*
, (15)

  ( AB )
- 1

= B
- 1
A
- 1# (16)

若力函数 f 仅在不相交的小域 81, 8 2 上分别取非零值 f 1, f 2, 即 f = f 1 + f 2 = V1f 1 +

V2f 2(这里 V1, V2 为投影算子)# 则式(10) 化为

  u = SV1f 1+ SV2f 2,

上式左乘 V1, V2 分别可得

  u1 = V 1u = ( V1SV 1) f 1+ ( V1SV 2) f 2,

  u2 = V 2u = ( V2SV 1) f 1+ ( V1SV 2) f 2,

即

  u1 = S1f 1 + S2f 2,  u2 = S 3f 1+ S 4f 2, (17)

显然 S1, S 4自伴正定, S2, S 3互为伴随算子# 

泛函分析要求每个计算必须指明所在空间, 著者将该规定改为:凡有物理意义就可计算,

凡无物理意义就不可计算# 于是算子推演就与矩阵分析十分相似了# 

3  算子连分式

将式( 17)用于链式模型# 当第 i 环节对第 i + 1环节作用力 f i+ 1 时, 其本身受反作用力

- f i+ 1,所以第 i环节受主动力f i , - f i+ 1 作用# 对每一环节可得

  ui = S1if i - S2if i+ 1,  ui+ 1 = S3if i - S4if i+ 1   ( i = 1, 2, ,, n ) , (18)

这里 S1i , S 4i 自伴正定, S2i , S3i互为伴随算子# 

将 P i+ 1以远各环节看为一个整体, 而且只在 P i+ 1上有主动力,则有下列射影关系

  ui+ 1 = S
.
i+ 1f i+ 1   ( i = 0, 1, ,, n )# (19)

从式( 18) ( 19)可得递推式

  S
.
i = S1i - S2i ( S4i + S

.
i+ 1)

- 1
S3i   ( i = 1, 2, ,, n)# (20)

今定义算子分数如下,若 A , B , C 为算子, 则
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  AB
- 1
C =

A C̈
B

# (21)

这里分子若为单位算子则可略去# 于是式( 20)可改写为

  S
.
i = S1i -

S2i S̈ 3i

S 4i + S
.
i+ 1

  ( i = 1, 2, ,, n ) , (22)

反复使用式( 22)可得算子连分式型的始端柔性算子表达式如下

  S
.
1 = S11-

S21 S̈31

S41+ S12-
S22 S̈32

S42+ S13-

w
S2n S̈3n

S4n + S
.
n+ 1

# (23)

上式是链式模型的本征关系式,不含外力,但若 f 1 给定, 一切 f i , u i均可由式(23) 算出,圣

文南原理必然体现为该式的纯数学性质# 该式所占行多, 可改写作下列等价形式

  S
.
1 = S11-

S 21 S̈31
S41+ S12 -

S22 S̈32
S 42+ S13 - ,-

S2n S̈ 3n

S 4n + S
.
n+ 1

, (24)

这里一些减号写于分母水平以区别于分数相减# 若从链式模型 P i+ 1处切除该截面以远

各环节,令切开面自由或固定可得部分链的始端柔性算子f
i
S
.
1 , r

i
S
.
1 如下

  f
i
S
.
1 = S 11-

S21 S̈31
S 41+ S12-

S22 S̈32
S42+ S 13- ,-

S 2, i- 1 S̈ 3, i- 1

S4, i- 1+ S 1i
, (25)

  r
i
S
.
1 = S11-

S21 S̈31

S41+ S 12-

S22 S̈ 32

S42+ S13 - ,-

S2i S̈3i

S4i
# (26)

式( 24)中正负号相同不便,可化为全正号形式

  S
.
1 = C11+

C21 C̈31

C41 +
¨
C12 +

C22 C̈32

C42 + ,+
¨
S
.
n+ 1

, (27)

这里

  
C1i = S1i - S2iS

- 1
4i S 3i ,  C2i = S2iS

- 1
4i ,

C3i = S
- 1
4i S3i = C

- 1
2i ,  C4i = S

- 1
4i   ( i = 1, 2, ,, n)# 

(28)

限于篇幅, 以下不加证明地介绍一些结论# 可与连分数理论或文献[ 9, 10]对照# 
定理 1  C2i , C3i ( i = 1, 2, ,, n) 可以求逆# 
此定理在计算力学中是没有的# 由于

  AB
- 1
C = ( C

- 1
BA

- 1
)
- 1
, (29)

式( 27)可简化为分子全为单位算子的简化算子连分式如下

  S
.
1 = A 1+ ¨ ¨ ¨   ¨ (30)

  A 2+ A 3+ A 4+ ,+ A 2n+ 1

这里

  

A 1 = C 11,  A 2 = C
- 1
31 C

- 1
41 C

- 1
21 ,

A 3 = C 21C12C31,  A 4 = C
- 1
31 C

- 1
32 C

- 1
42 C

- 1
22 C

- 1
21 ,

A 5 = C 21C22C13C 32C31,

, ,, ,,

A 2i = Z
* - 1
i C4iZ

- 1
i ,  A 2i+ 1 = Z iC1, i+ 1Z

*
i   ( i = 1, 2, ,, n - 1) ,

A 2n = Z
* - 1
n C4nZ

- 1
n , A 2n+ 1 = ZnS

.
n+ 1Z

*
n ,

(31)
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  Zi = F
i

j= 1

C2j   ( i = 1, 2, ,, n) , (32)

这里 A i一般正定,但A 2n+ 1在 Pn+ 1为自由和固定时分别是无穷算子和零算子# 式(30)的

各级近似连分式 G i 为

  Gi = A i + ¨ ¨ ¨   ¨  ( i = 2, 3, ,, 2n + 1) (33)

  A 2+ A 3 + A 4 + ,+ A i

  f
i
S
.
1 = G2i , r iS

.
1 = G2i- 1   ( i = 1, 2, ,, n) , (34)

  S
.
1 = G2n+ 1# (35)

4  算子连分式的收敛性

引入下列辅助算子

  

Q1 = I ,  P
c
1 = A 1,

Q2 = A 2,  P
c
2 = A 2A 1+ I ,

Qi = AiQi- 1+ Qi- 2,  P
c
i = A iP

c
i- 1+ P

,
i- 2, ( i = 3, 4, ,, 2n + 1)# 

(36)

则有

定理 2  G i = Q
- 1
i P

c
i   ( i = 1, 2, ,, 2n + 1) )# (37)

定义:  B i = (- 1) i ( G i - Gi- 1)   ( i = 2, 3, ,, 2n - 1) (38)

则有

定理 3  B i = (Q
*
i- 1Qi )

- 1   ( i = 2, 3, ,, 2n + 1) (39)

这里 Bi 常自伴正定,但 Pn+ 1 自由时 B2n+ 1 = (# 

由式( 38)马上可得

  Gi = G1+ ( G2- G 1) + (G 3- G2) + ,+ ( G i - G i- 1) =

A 1 + B2- B 3+ B4- ,+ (- 1)
i
B i =

A 1 + E
i

j= 2
(- 1)

j
Bj   ( i = 2, 3, ,, 2n + 1)# (40)

定义:  若 A , B, C 均为正定算子, A = B + C, 则称 A 大于B 或B 小于A ,记作A > B 或

B < A# 

并非任意两个算子都可比大小,所以这是半序空间# A 正定可记作A > (# 

定理 4  若 A > B > ( ,则 A
- 1

< B
- 1# 

推论 1  B i > B i+ 1   ( i = 2, 3, ,, 2n + 1)# (41)

但当 Pn+ 1 固定时 B 2n = B2n+ 1 是唯一例外# 

推论 2  G1 < G 3 < G5 < ,< G2n- 1 [ G2n+ 1 = S
.

(42)

  G2 < G4 < G6 < ,< G2n \ G 2n+ 1 = S
.
1, (43)

今令 n y W ,则奇次或偶次的 G 1将形成单调有界的算子无穷系列# 

定理 5  单调有界的算子无穷系列有弱极限# 

  因为 G2i - G2i- 1 = B2i   ( i = 1, 2, ,) (44)

等式两侧取弱极限知

  limB2i = ( (45)

  limG2i = limG 2i- 1 (46)
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是等价的# 此时算子无穷连分式有确定的极限,称为收敛的# 反之若

  limB2i > ( (47)

  limG2i > limG 2i- 1, (48)

则算子无穷连分式无确定的极限, 称为发散的# 有发散判据如下

定理 6  若 E
W

i= 2
+A i + < W则算子无穷连分式发散# 

5  圣文南原理
链式模型上的圣文南原理表示为式( 7)# 注意到 f 1 X H且

  
Un = 0153f 1, S .

1f 14,  Uf
i
= 0153f 1, G2if 14,

Un = 0153f 1, G2i- 1f 14,  Wi = Uf
i
- Ur

i
= 0153f 1, B2if 14  ( i = 1, 2, ,)# 

(49)

则式( 45)与式( 7)等价,式( 42)和( 43)与式( 1)和( 2)等价# 由于定理 6, 圣文南原理不成立

的场合客观存在,所以该原理并不是/普遍原理0# 

实际中没有无穷远,可将/收敛性0理解为 B2i随i 的增加而趋近于零算子的程度,则/收敛

性0 也可用于有限环节# 以下是两个收敛判据:

定理 7  若环节数足够多而且所有的环节都相同, 则算子连分式的收敛不慢于某一对于

环节数 i 的指数衰减,或对于距离的指数衰减# 

定理 8  若环节数足够多而且所有的环节形状都相似且相似比相同,则算子连分式的收

敛不慢于某一对于环节数 i 的指数衰减, 或对于距离的幂次衰减# 

定理 7适用于杆,柱,螺旋, 高层建筑的场合# 定理 8适用于半空间, 半平面,楔,角锥体的

场合# 定理8并揭示指数衰减与幂次衰减的内在联系# 

6  结   论

用泛函分析的双空间理论可为计算力学构造一个严密的背景理论,建议叫作宏观弹性力

学# 在宏观弹性力学中链式模型的本征关系式是算子连分式# 平衡力系的影响在链式模型上

由近及远的间断衰减受算子连分式的收敛性的控制,所以圣文南原理的合理成分体现为算子

连分式的收敛性# 算子连分式的收敛可快可慢可发散# 发散的算子连分式对应着平衡力系的

明显非零的影响可以传到无穷远的场合,所以/圣文南原理0并不是普遍成立的原理# 该原理

的适用性可通过对应的算子连分式的收敛性予以把握# 
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Consider Saint_Venant. s Principle by Means

of Chain Model

Wu Jianxun

( China Un iver sity of Minin g &Techn ology ( Beijing Campus ) ,

Beijin g 100083, P R China )

Abstract: A precise background theory of computational mechanics is formed. Saint_Venant. s princ-i

ple is discussed in chain model by means of this precise theory. The classical continued fraction is de-

veloped into operator continued fraction to be the constrictive formulation of the chain model. The de-

cay of effect of a self_equilibrated system of forces in chain model is decided by the convergence of

operator continued fraction, so the reasonable part of Saint_Venant. s principle is described as the

convergence of operator continued fraction. In case of divergence the effect of a self_equilibrated sys-

tem of forces may be non_zero at even infinite distant sections, so Saint_Venant. s principle is not a

common principle.

Key words: Saint_Venant. s principle; operator continued fraction; chain model; duel spaces; macro_

elasticity theory
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