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摘要:  对一类无限维关联系统引入弦稳定概念# 系统弦稳定意谓着, 当关联系统的初始状态为

有界时,对任意时刻系统的状态也是有界的# 本文将向量 V函数法推广到无限维系统中, 得到了

关联系统渐近弦稳定的充分条件,克服了以前的方法在处理非线性系统的稳定性问题上的困难,

扩大了系统稳定的参数范围# 
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引   言

在工业实际中, 许多系统的控制问题可化为关联系统进行研究# 对于关联系统的研究主

要集中在供电系统的控制[ 1, 2] ,分布参数系统的控制(如在地震时电缆的调节, 梁的振动控制

等) [ 3, 4]以及在车辆跟随系统方面的应用[ 5~ 8] # 尽管对于有限维关联系统的稳定性进行了大

量的研究并取得了有了许多有意义的结论[ 1, 9~ 11] ,但对于无限维关联系统的稳定性的概念直

到1971年才在文[ 12]中由 Chu在考虑车辆跟随系统时引入# 粗略地讲, 关联系统的弦稳定性

意味着所系统的状态一致有界# 例如在车辆跟随系统中, 跟踪的距离误差不会在从一辆车传

到另一辆车时被放大,梁上每一点的挠度在任意时刻都保持有界# 分布参数系统的稳定问题

在进行空间离散后与关联系统的弦稳定问题有密切的关系# 

最近, D. Swaroop和 J. K.Hedrik在文[ 13]中进一步研究了一类无限维关联系统的弦稳定

性,得到了系统指数稳定的充分条件# 文[ 13]所用方法基于Liapunov加权函数法, 这种方法在

处理具有强耦合项的关联系统时比较困难[ 11] ,对于无限维系统便是如此# 本文利用向量 V函

数法研究一类具有强非线性耦合项的无限维关联系统,得到了系统弦稳定的充分条件,解决了

文[ 13] 不易解决问题,为非线性控制系统的设计提供了新的途径# 

1  基本定义与引理

我们使用以下记号: +f +表示 f 的 Eucl idean 范数, +f i ( #) + ] 或简单地 +f 1 + ] 表示
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sup
t \0

+f i ( t ) +, +f i (0) + ] 表示sup
i

+f i (0) +# 考虑以下关联系统 :

  Ûx i = f i ( x i , x i- 1, ,, x i- r+ 1) , (1)

其中 i I N , x i- j = 0, P i [ j , x I R
n
, f : R

n @ R
n @ , @ R

n y R
n
, N为自然数, n I N ,且 f i (0,

,, 0) = 0# 假设系统(1) 满足解的存在唯一条件# 

定义 1  系统( 1)的原点 x i = 0( i I N ) 是弦稳定的,如果对于任意给定 E> 0,存在 D>

0使得 +x i (0) + ] < D] sup
i

+x i (#) + ] < E# 

定义 2  系统( 1)的原点 x i = 0( i I N ) 是渐近(指数的) 弦稳定的,如果原点是弦稳定的

并且 x i ( t ) y 0(当 t y ] ) (指数的)# 

定义 3  系统( 1)的原点 xi = 0( i I N) 是弦不稳定的,如果存在 E> 0,对于任意 D> 0,

使得 +xi (0) + ] < D] sup
i

+xi ( #) + ] > E# 

当系统( 1)为有限维时,弦稳定(渐近弦稳定)概念等价于 Liapunov 稳定(渐近稳定)# 无限

维关联系统弦稳定性的研究有其特殊的困难性, 例如系统 Ûxi = - (1/ i ) x i + x
3
i , i = 1, 2, ,,由

定义知,此系统为弦不稳定的# 但是,如果 i [ M, 不管 M 有多大,系统的零解是 Liapunov渐

近稳定的# 

引理 1  设 v i ( t ) \ 0( P t \ 0, i I N ) ,如果

  Ûv i [ g i ( v i , v i- 1, ,, v1) (- Bi 0v
m

iji + E
]

j = 1
Bijv

m
ij

i- j )  ( i = 1, 2, ,) , (2)

其中,当 v k(1 [ k [ i ) 不全零时 g i (#) > 0, Bi0 > 0, Bij > 0, Bij = 0(当 j \ i时) , mii [ mij ,

j = 1, 2, ,# 若存在一点 v = ( v 10, v20, ,) 使

  - Bi 0v
m

i i
i 0 + E

]

j = 1
Bijv

m
ij

i- j , 0 < 0  ( i = 1, 2, ,) , (3)

且 inf v i0 = A> 0, sup
i

vi 0 = B, 则对任意给定正数 E> 0, 存在 D> 0, 使得 +vi (0) + ] <

D] sup
i

+v i + ] < E, 且当 t y+ ] 时, 有 v i ( t ) y 0# 

证明  对任意给定 E> 0,取线段 C: vi = Svi 0, 0 < S [ 1# 由于不等式(3) 成立,且 mii [

mij , i , j = 1, 2, ,,则在线段 C上,有 Ûv1 < 0, i = 1, 2, ,, 取充分小的 S0,使max B, S0 < E,取

D= min A, S0 # 令 a = ( S0 v10, S0v20, ,) ,称 Ba = u | 0 [ ui [ S0v i0, i = 1, 2, , 为以 a

为顶点的箱体,称 f
i
a = u I 5Ba | u = S0v0, u [ S0v0( j X i , j = 1, 2, ,) 为箱面# 设初

始状态 +v i (0) + ] < D,对任意正整数 k ,当1 [ i [ k 时,考虑不等式(2)# 设存在时刻 t1 >

0, 使满足不等式(2) 的轨线在时刻 t = t 1时到达某一箱面f
i
a, 这说明在此时刻Ûv i \0# 设轨线

与箱面的交点为 v
*

= ( v
*
k , v

*
k- 1, ,, v

*
1 ) , 则在交点处有

  Ûv i [ g ( v
*

) (- Bi0( S0 vi 0)
m

ii + E
]

j = 1
Bij ( v

*
i- j )

m
ij ) [

      g i ( v
*

) (- Bi0( S0v i0)
m

ii + E
]

j = 1
Bij ( S0v i- j, 0)

m
ij < 0,

这与 Ûv i ( t 1) \ 0矛盾# 故轨线不能到达箱面# 由 k 的任意性知sup
i

+vi + ] < D< E# 

将式( 2)中 v 换成u,不等号换成等号,即得比较方程

  Ûui = gi ( u i , ui- 1, ,, u1) (- Bi0 u
m

iii + E
]

j = 1

Biju
m

ij
i- j )  ( i = 1, 2, ,, k) , (4)

显然,在线段 C上, 有 Ûui < 0, 1 [ i [ k, 由文[ 9] ~ [ 11] 知,系统(4) 的零解为渐近稳定的,由
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比较原理及 k 的任意性知,对系统(2) 有 v i ( t ) y 0, ( t y ] ) , i I N# 

2  无限维关联系统的弦稳定性

定理 1  对于系统( 1) ,如果以下条件满足

1) +f i ( y 1, ,, yr ) - f i ( z 1, ,, zr ) + [ li1 +y 1 - z 1 +m
i1 + ,+ lir +yr - zr +m

ir , (5)

2) 设系统 Ûx t = f i ( x i , 0, 0, ,, 0) 的原点为渐近稳定, 即存在Liapunov函数 v i ( x i ) 使

  Ail +xi +2n
i [ v i ( xi ) [ Aih +xi +2n

i , (6)

  
5v i

5xi
f i ( xi , 0, ,, 0) [ - Ai1 +xi +2n

i, (7)

  
5 vi

5x i
[ Ai 3 +x i +n

i , (8)

  inf
i
Ail \ A> 0, sup

i
Aih [ B, inf

i
ni = N , sup

i
ni = M,

3)  - Ai1
1
Aih

/:

+ Ai3 E
r

i= 2
li , i- j+ 1

1
Ai- j+ 1

m
i , i- j+ 1

n
i- j + 1

< 0,

      n i- j+ 1 [ 2mi , i- j+ 1  ( i = 1, 2, ,) , (9)

则系统( 1)的零解为渐近弦稳定的# 

证明  为了方便,用 vi 表示v i ( x i )

  Ûv i =
5v i

5xi
f i ( xi , ,, x i- r+ 1) =

5v i

5xi
f i ( xi , 0, ,, 0) +

5 vi

5x i
x i , ,, x i- r+ 1) - f i ( xi , 0, ,, 0) [

- Ai 1 +x i +2n
i + Ai3 +xi +n

i( E
r

j = 2

li , i- j+ 1 +xi- j+ 1 +m
i , i- j+ 1) =

+xi +n
i(- Ai1 +xi +n

i + Ai3( E
r

j = 2
li , i- j+ 1 +xi- j+ 1 +m

i, i- j+ 1) ) [

v i

Aih

/:

- Ai 1
vi

Aih

/:

+ A13 E
r

j = 2

l i, i- j+ 1
v i- j+ 1

Ai , i- j+ 1

m
i , i- j+ 1

n
i # (10)

当- Ai 1 +x i +n
i + Ai3 E

r

j = 2
l i, i- j+ 1 +x i- j+ 1 +m

i , i- j+ 1 [ 0时,取(10) 式# 反之将(10) 式首项中 Alh

改为 Ail# 由于(9) 式成立,故当 v = (1, 1, 1, ,) 时, (10) 式小于零# 对任意给定 E> 0,取 E1

= A# E2M
, 对于 E1, 存在 D1 > 0,由引理 1知,当 +vi ( 0) + ] < D1 时,有 +v i ( t ) + ] < E1,取

D= min 1,
D1
B

1
2N

, 可以证明此时,当 +x i (0) + ] < D时, 有 +x i ( t ) + ] < E# 又由引理 1

知,当 t y+ ] 时, v i ( t ) y 0, 由定理条件知, 当 t y+ ] 时, x i ( t ) y 0# 故系统(1) 的零解为

渐近弦稳定的# 证毕# 

推论 1  对于系统( 1) ,若满足以下条件

1) +f i ( y 1, ,, yr ) - f i ( z 1, ,, zr ) + [ l 1 +y 1 - z 1 ++ ,+ l r +yr - zr +,

2) 对于 Ûxi = f i ( xi , 0, 0, ,, 0) 的原点为渐近稳定,即存在 Liapunov 函数 vi ( xi ) 使

  Ai +xi +2 [ v i ( xi ) [ Ah +xi +2
,
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5v i

5xi
f i ( xi , 0, ,, 0) [ - Ai +xi +2

,

  
5 vi

5x i
[ A3 +x i +,

3) - A1
1
Al

/:

+ A3 E
r

j = 2
lj

1
Ah

/:

< 0  ( i = 1, 2, ,, ) ,

则系统( 1)的零解为渐近弦稳定的# 

推论 1有条件与文[ 13]的条件相同, 但所得结论的参数范围比文[ 13]宽# 文[ 13]用于判

定弦稳定性的方法实质上是加权Liapunov函数法, 但是这种方法在处理非线性问题时比较困

难# 一般地,用文[ 13]的处理方法不能处理本文定理 1中的情况# 

很容易将定理 1推广到非自治关联系统, 考虑以下系统

  Ûx i = f i ( x i , x i- 1, ,, x i- r+ 1, t ) , (11)

其中 i I N, xi- j = 0, P i [ j , x I R
n

, f : R
n @ R

n @ , @ r
n @ R y R

n
, N 为自然数, n I N ,

且 f i (0, ,, 0, t ) = 0# 用与定理 1类似的方法,可以得到以下结论# 

定理 2  对于系统( 11) ,如果满足以下条件

1) +f i ( y 1, ,, yr , t ) - f i ( z 1, - , zr , t ) + [ li 1 +y 1 - z 1 +m
i1 + ,+ lir +yr - zr +m

ir ,

(12)

2) 对于 Ûxi = f i ( xi , 0, 0, ,, 0, t ) 的原点为渐近稳定,即存在 Liapunov 函数 vi ( xi , t ) 使

  Ail +xi +2n
i [ v i ( xi , t ) [ Aih +x i +2n

i , (13)

  
5v i

5t
+

5 vi

5x i
f i ( xi , 0, ,, 0, t ) [ - Ai 1 +xi +2n

i , (14)

  
5 vi

5x i
[ Ai 3 +x i +n

i ,

  inf
i
Ail \ A> 0,  sup

i
Aih [ B,  inf

i
ni = N,  sup

i
ni = M

( i = 1, 2, ,; j = i , i - 1, ,, i - r + 1) ,

3) - Ai1
1
Aih

/:

+ Ai 3 E
r

j = 2

l i, i- j+ 1
1

Ai- j+ 1

m
i , i- j+ 1
n

i- j+ 1
< 0, ni- j+ 1 [ 2mi, i- j+ 1,

则系统( 11)的零解为渐近弦稳定的# 

下面考虑一类产生于车辆跟随系统中的关联系统

  Ûx i = f i ( x i , x i- 1, Ûx i- 1)   ( i = 1, 2, ,) , (15)

其中 i I N, xi- j = 0, P i < j , x I R
n

, f : R
n @ R

n @ R
n y R

n
, N 为自然数, n I N ,且 f i (0, 0,

0) = 0# 

定理 3  对于系统( 15) ,若满足以下条件

1) +f i ( y1, y 2, y 3) - f i ( z 1, z 2, z 3) + [ l1 +y 1 - z 1 +m
+ l 2 +y2 - z 2 +m

+ d +y 3 - z 3 + ,

(16)

2) 对于系统 Ûxi = f i ( xi , 0, 0) ,存在Liapunov函数 v i ( x i ) 使

  Al +xi +2n [ vi ( xi ) [ Ah +x i +2n
,

  
5v i

5xi
f i ( xi , 0, 0) [ - A3 +xi +2n

,

  
5 vi

5x i
[ A4 +x i +n

,

718 张  继  业    杨  翊  仁    曾   京



3) - A3 # A- 015
l + A4( l 2 + dl1) ( 1- d )

- 1Am / n
h < 0且 d < 1, n [ 2m , (17)

则系统( 15)的零解为渐近弦稳定的# 

证明  由不等式( 16)得

  +Ûx i + = +f i ( xi , xi- 1, Ûxi- 1) - f i (0, 0, 0) + [

l 1 +xi +m
+ l2 +xi- 1 +m

+ d +Ûx i- 1 + [

l 1 +xi +m
+ ( l 2 + dl 1) ( +x i- 1 +m

+ d +xi- 2 +m
+ ,+ d

i- 2 +x i +,

令 v ( xi ) = vi ,对于系统(15) 有

  Ûv i =
5v i

5xi
f i ( xi , x i- 1, Ûx i- 1) =

5v i

5x i
f i ( x i , 0, 0) +

5 vi

5xi
f i ( xi , xi- 1, Ûx i- 1) -

f i ( xi , 0, 0) [ - A3 +xi +2n
i + A4 +xi +n

i ( l 2 +xi- 1 +m
+ d +Ûx i- 1 +) [

+xi +n
(- A3 +xi +n

+ A4( l 2 + dl2) ( +x i- 1 +m
+ d +xi- 2 +m

+ ,+

d
i- 2 +x 1 +m

) ) [
vi

Ah

/:

- A3
vi

Ah

/:

+ A4( l 2 + dl 1)
1
Al

m/ n

v
m/ n
i- 1 +

d # v
m / n
i- 2 + ,+ d

i- 2 # v
m/ n
1 , (18)

当- A3 +xi +n
+ A4( l 2+ dl 1) ( +xi- 1 +m

+ d +xi- 2 +m
+ ,+ d

i- 2 +xi +m
) [ 0时,取式(18) ,

否则,将(18) 式首项中 Ah改为Ai# 用处理定理1相似的方法可知,当式(17) 成立时, 系统(15)

的零解为渐近弦稳定# 
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String Stability of Infinite Interconnected Systems

Zhang Jiye
1
,  Yang Yiren

2
,  Zeng Jing

1

( 11Na tional T ra cti on Power Labor at or y , Southwest J ia otong

Un iver sity , Chengdu 610031, P R China ;

21 In stitute of Applied Mechan ics , Southw est Jia oton g

Un iver sity , Chengdu 610031, P R China )

Abstract: The notion of string stability of a countably infinite interconnection of a class of nonlinear

system was introduced. Intuitively, string stability implies uniform boundedness of all the states of the

interconnected system for all time if the initial states of the interconnected system are uniformly

bounded. Vector V_function method used to judge the stability is generalized for infinite interconnect-

ed system and sufficient conditions which guarantee the asymptotic string stability of a class of inter-

connected system are given. The stability regions obtained here are much larger than those in previous

papers. The method given here overcomes some difficulties to deal with stability of infinite nonlinear

interconnected system in previous papers.

Key words: infinite_dimension; interconnected system; vector V_function method; string stability
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