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关于 N. A. Menger PN_空间中概率收缩偶与
非线性方程组的解的注记
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摘要 :  引进了 ( 5 , $) _型概率收缩偶的概念,它简化并减弱了张石生给出的概率收缩偶的定义# 

在N. A. Menger PN_空间中研究了具有这类概率收缩偶的非线性算子方程组的解的存在性与唯一

性问题# 改进并推广了 M. Altman, A. C. Lee, W. J. Padgett, 张石生等人的相应结果# 

关  键  词:  N. A. Menger PN_空间;  ( 5 , $) _型概率收缩偶;  选择算子;  非线性方程组

中图分类号:  O177199   文献标识码:  A

1  引言与定义

在[ 1]中,张石生和彭永成在非阿基米德Menger PN_空间(简记为 N. A. Menger PN_空间)中

引进了概率收缩偶的概念# 利用这一概念, 在 t_范数 $ = min的非阿基米德Menger PN_空间

中研究了非线性算子方程组的解的存在性与唯一性# 在本文中, 我们将指出[ 1] 中概率收缩

偶的定义可以简化并减弱,我们引进( 5, $) _型概率收缩偶的概念来代替它# 在此基础上,

我们在具有H_型 t_范数的N.A.Menger PN_空间中, 建立了非线性算子方程组的解的存在性

与唯一性定理# 作为其应用, 我们得到了一个新的不动点定理# 本文的工作改进并推广了[ 1

~ 8] 的相应结果# 

以下记 R= (- ] , + ] ) , R
+

= [ 0, + ] ) , N 表示自然数集# H : R y [ 0, 1] 表示一分布

函数,其定义为:

  H ( t) =
1  ( t > 0) ,

0  ( t [ 0)# 

有关Menger PN_空间的定义及其它术语见[ 9]# 

定义 1
[ 1, 8]  称映射 #: Y y X 为奇映射,如果 # (- y ) = - #( y ) , y I Y# 记从 Y 到X 的

所有奇映射的全体为 S ( Y, X )# 

定义 2[ 1, 8]  设 P: D < C y 2Y 是一个集值映射,一个单值映射 p : D < X y Y称为P 的

选择算子,如果 Px I D 有p ( x ) I P( x )# 

定义 3[ 9]  t_范数 $称为是 H _型的, 如果函数族 $m
( t ) 在 t = 1 处等度连续, 其中
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$2
( t ) = $( t , t ) , $m

( t ) = $( t , $m- 1
( t ) ) , t I [ 0, 1] , m = 3, 4, ,# 

注 1  H_型 t_范数是一类比较广泛的t_范数, 它包含了 $= min为其特例# 此外, H _型 t_范数未必都是

连续的# 

定义 4[ 7]  称函数 U: R
+ y R

+ 满足条件( 5) , 如果 U( 0) = 0, U( t ) 为严格增的,且对一切

t > 0, lim
n y ]

Un
( t ) = ] ,这里 Un

( t ) 表示 U( t ) 的第 n 次迭代# 

引理 1[ 7]  设 U( t ) 满足条件( 5) , 则对一切 t > 0, 有

  U( t ) > t , U
n
( t ) > U

n- 1
( t ) , n = 2, 3, ,# 

定义5[ 1, 8]  设 ( X , F c
, $) 和( Y, Fc, $) 是两个N. A.Menger PN_空间, P, Q: D < X y 2Y

是两个集值映射, 且 p , q: D < X y Y分别是P , Q的选择算子, #i : X y S( Y, X ) , ( i = 1, 2)# 

我们称( #1, #2) 为 P , Q的概率收缩偶,如果存在函数 U: R
+ y R

+ 满足条件( 5 ) ,且使得对任

意 t > 0, x I D 及y I Y, 下面两式成立:

  F
c
p ( x+ #

1
(x )y )- q ( x )- y( t ) \ min F

c
y( U( t ) ) , F

c
p (x + #

1
(x ) y ) ( U( t ) ) , F

c
q( x ) ( U( t ) ) ,

      F
c
p ( x+ #

1
( x ) y )- q( x ) ( U( t ) ) , F

c
q (x )+ y ( U( t ) ) , F

c
p ( x+ #

1
( x )y )- y ( U( t ) ) , ( 1)

  F
c
q ( x+ #

2
(x )y )- p ( x )- y( t ) \ min F

c
y( U( t ) ) , F

c
q (x + #

2
(x ) y ) ( U( t ) ) , F

c
p ( x ) ( U( t ) ) ,

      F
c
q( x+ #

2
( x ) y )- p ( x ) ( U( t ) ) , F

c
p (x )+ y ( U( t ) ) , F

c
q( x+ #

2
( x )y )- y ( U( t ) ) # ( 2)

注 2 如果 Y是N. A .M enger PN_空间,且其 t_范数$ = min,则可以证明条件(1)、(2) 分别等价于下面的

条件(1)c、(2)c :

  Fc
p( x+ #

1
( x ) y)- q( x )- y ( t) \ min Fc

y ( U( t) ) , Fc
q( x) ( U( t) ) , (1)c

  Fc
q( x+ #

2
( x ) y)- p( x )- y ( t) \ min Fc

y ( U( t) ) , Fc
p ( x) ( U( t) ) # (2)c

事实上,容易看出条件( 1)、( 2)分别等价于下面的条件( 1)d、( 2)d :

  Fc
p( x+ #

1
( x ) y)- q( x )- y ( t) \ min Fc

y ( U( t) ) , Fc
p ( x+ #

1
( x) y) ( U( t) ) , Fc

q( x ) ( U( t) ) , (1)d

  Fc
q( x+ #

2
( x ) y)- p( x )- y ( t) \ min Fc

y ( U( t) ) , Fc
q( x+ #

2
( x) y) ( U( t) ) , Fc

p( x ) ( U( t) ) # (2)d

此外,注意到 U
n
( t) 关于 n 的递增性, 由(1)d 可得

  Fc
p( x+ #

1
( x ) y) ( U( t ) ) = Fc

( p( x+ #
1
( x) y) - q( x)- y)+ q( x) + y ( U( t) ) \

min Fc
p( x+ #

1
( x) y) ( U2 ( t) ) , Fc

y ( U( t) ) , Fc
q( x) ( U( t) ) \

, \ min Fc
p ( x+ #

1
( x) y) ( U

m( t ) ) , Fc
y ( U( t) ) , Fc

q( x) ( U( t ) ) # 

令 m y ] ,由上式得

  Fc
p( x+ #

1
( x ) y) ( U( t ) ) \ min Fc

y ( U( t) ) , Fc
q( x) ( U( t ) ) # 

于是,由( 1)d即可得( 1)c# 反之, ( 1)c隐涵( 1)是显然的,故( 1)与( 1)c等价# 

类似地可证( 2)与( 2)c等价# 

由此可知, [ 1]中定理 1、定理 2(即[ 8]中定理 131211、定理 131212)的条件及证明可以大大简化# 

定义 6  设 ( X , F, $) 和( Y, F
c
, $) 是两个Menger PN_空间, P , Q: D < X y 2

Y
是集值映

射,且 p , q : D < X y Y分别是P, Q的选择算子, #i : X y S( Y, X ) , ( i = 1, 2) , y 0 I Y# 我们

称( #1, #2) 为 P, Q 关于 y 0 的( 5 , $) _型概率收缩偶, 如果存在函数 U: R
+ y R

+
满足条件

( 5 ) ,且使得对任意的 t > 0, x I D 和 y I Y,下面两式成立:

  F
c
p ( x+ #

1
(x )( y ))- q ( x )- y \ $( F

c
q (x )- y

0
( U( t ) ) , F

c
y( U( t ) ) ) , ( 3)
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  F
c
q ( x+ #

2
(x )( y ))- p ( x )- y \ $( F

c
p (x )- y

0
( U( t ) ) , F

c
y( U( t ) ) )# ( 4)

注 3 由定义 5,定义 6 和注 2可知:

如果 ( X , F, $) 和( Y , Fc , $) 是两个N. A. Menger PN_空间, 且 $ = min,则( # 1, # 2) 是 P, Q 的概率收缩偶

等价于( # 1, # 2) 是 P, Q 关于H的( 5 , min) _ 型概率收缩偶# 

定义 7
[ 1, 8]  设 P , Q: D < X y 2

Y
是两个集值映射, 对给定的 y0 I Y如果存在x * I D使

得 y 0 I P( x * ) 且 y0 I Q( x * ) ,则称 x * 为集值映射方程组

  y 0 I P ( x ) , y 0 I Q( x ) ( 5)

的一个解# 

2  非线性算子方程组解的存在性与唯一性定理

定理 1  设 ( X , F, $) 是T_完备的N. A. Menger PN_空间, ( Y, F c
, $) 是Menger PN_空间,

其中 $是H _型 t_范数,又设 P , Q: D < X y 2Y 是集值映射,且 p , q: D < X y Y分别是P ,

Q 的闭选择算子# 如果 #i : X y S( Y, X ) ( i = 1, 2) 满足下列条件:

� ) 对任意的 x I D 和y I Y 都有x + # i ( x ) y I D;

� ) ( #1, #2) 是 P , Q 关于y 0的( 5 , $) _型概率收缩偶;

� ) 存在非负严格增函数 g ( t ) ,满足 g ( 0) = 0且对任意的 x I D 和y I Y 有

  F#
i
(x ) y ( t ) \ F

c
y( g( t ) )# ( 6)

则下面的非线性方程组

  y 0 I P ( x ) ,  y 0 I Q( x ) ( 7)

在 D 中有解, 且对任意给定的 x 0 I D 迭代序列

  x 2n+ 1 = x 2n - #1( x 2n) ( q( x 2n ) - y 0) , ( 8a)

  x 2n+ 2 = x 2n+ 1 - #2( x 2n+ 1) ( p ( x 2n+ 1) - y 0) , ( 8b)

T_收敛于方程组( 7) 的一个解

证明  不失一般性, 我们仅考虑 y 0 = H# 事实上, 如果 y 0 X H, 则令 P1( x ) =

u - y 0: u I P ( x ) , Q1( x ) = u - y 0: u I Q( x ) , p 1( x ) = p ( x ) - y 0, q1( x ) = q ( x ) -

y 0# 我们有 D( P1) = D( Q1) = D,且 P 1, Q1满足定理1中的所有条件(此时, ( #1, #2) 是P 1,

Q1关于 H的( 5, $ ) _型概率收缩偶) ,因而可转向讨论下列方程组:

  H I P 1( x ) ,  H I Q1( x )# 

据条件( � ) , x n I D( n I N )# 由( 3) 和( 8a) 得

  F
c
p ( x

2n+ 1
) ( t ) = F

c
p (x

2n
+ #

1
(x

2n
) (- q (x

2n
) ))- q ( x

2n
)- (- ( q (x

2n
) )) ( t ) \

$( F
c
q (x

2n
) ( U( t ) ) , F

c
- q ( x

2n
) ( U( t ) ) ) =

$2
( F

c
q ( x

2n
) ( U( t ) ) )# 

另一方面,根据( 4) , ( 8b)得

  F
c
q ( x

2n
) ( t ) = F

c
p (x

2n- 1
+ #

2
(x

2n- 1
) (- p (x

2n- 1
)) )- p ( x

2n- 1
)- (- p (x

2n- 1
)) ) ( t ) \

$( F
c
p ( x

2n- 1
) ( U( t ) ) , F

c
- p ( x

2n- 1
) ( U( t ) ) ) =

$2
( F

c
p (x

2n- 1
) ( U( t ) ) )# 

于是,用归纳法可得
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  F
c
p ( x

2n+ 1
) ( t ) \ $4n

( F
c
p ( x

1
) ( U2n

( t ) ) )# ( 9)

用同样的方法可得

  F
c
q ( x

2n
) ( t ) \ $4n

( F
c
q ( x

0
) ( U2n

( t ) ) )# ( 10)

由( 9) , ( 10)及条件( � ) ,当 n 是奇数时,有

  Fx
n+ 1

- x
n
( t ) = F#

2
( x

n
)p ( x

n
) ( t ) \

F
c
p (x

n
) ( g( t ) ) \ $4( n- 1) / 2

( F
c
p (x

1
) ( Un- 1

( g( t ) ) ) ) ;

当 n是偶数时,有

  Fx
n+ 1

- x
n
( t ) = F#

1
( x

n
) q( x

n
) ( t ) \

F
c
q (x

n
) ( g( t ) ) \ $4n/ 2

( F
c
q( x

0
) ( Un

( g( t ) ) ) )# 

因而,对任意给定的自然数 n, p , 不失一般性,仅考虑 n 是奇数, p 是偶数, 其余情况的证明类

同# 注意到( X , F, $) 是非阿基米德和 U
n
( t ) 关于 n 的严增性,我们有

Fx
n+ p

- x
n
( t ) \ $( Fx

n+ p
- x

n+ p- 1
( t ) , $( ,$( Fx

n+ 2
- x

n+ 1
( t ) , Fx

n+ 1
- x

n
( t ) ) ,) ) \

$( $
4( n+ p- 1) / 2

( F
c
q( x

0
) ( U

n+ p- 1
( g( t ) ) ) ) ,

$( ,$( $
4( n+ 1) / 2

( Fq ( x
0
) ( U

n+ 1
( g( t ) ) ) ) ,

$
4( n- 1) / 2

( F
c
p ( x

1
) ( U

( n- 1)
g ( t ) ) ) ) ) ,) ) \

$( $
b
( F

c
q (x

0
) ( U

( n+ 1)
( g ( t ) ) ) ) , $

c
( F

c
p ( x

1
) ( U

( n- 1)
( g( t ) ) ) ) ) ,

其中 b = 4( n+ p - 1) / 2
+ 4( n+ p - 3) / 2

+ ,+ 4( n+ 1) / 2
, c = 4( n+ p- 3) / 2

+ 4( n+ p- 5) / 2
+ ,+ 4( n- 1) / 2# 

因为 $是H _型 t_范数,所以对任给的 KI ( 0, 1) ,存在 D I ( 0, 1) ,使得当 s > D时,对所

有的 k I N 都有 $k
( s ) > 1 - K# 又因为对任何 t > 0,

  F
c
p ( x

1
) ( U

( n+ 1)
( g ( t ) ) ) y 1, F

c
q ( x

0
) ( U

( n- 1)
( g ( t ) ) ) y 1( n y ] ) ,

故对上述正数 D,存在自然数 N, 当 n > N 时有

  a = min F
c
p ( x

1
) ( U( n+ 1)

( g ( t ) ) ) , F
c
q (x

0
) ( U( n- 1)

( g( t ) ) ) > D# 

于是,当 n > N 时有

  Fx
n+ p

- x
n
( t ) \ $( $b

( a) , $c
( a) ) = $b+ c

( a ) > 1 - K# 

这表明 x n 是X 中 T_Cauchy 列# 由 X 的 T_完备性可设x n y
T

x * I X# 

此外, 在( 9) 和( 10) 中令 n y ] ,得

  lin
n y ]

F
c
p ( x

2n+ 1
) ( t ) = lim

n y ]
F

c
q (x

2n
) ( t ) = H ( t )# 

这意味着 p ( x 2n+ 1) y
T

H, q ( x 2n) y
T

H# 再由 p , q 的闭性,我们有 p ( x * ) = H, q ( x * ) = H# 注

意到 p , q 分别是P , Q 的选择算子,所以以下两式成立:

  H I P ( x * ) , H I Q( x * )# 

这便证明了 x * 是方程组( 7) (当 y 0 = H时) 的一个解,且迭代序列( 8a) 和( 8b)T_收敛于x * # 

下面我们来研究具有 ( 5, $) _型概率收缩偶的非线性单值算子方程组解的存在性与唯一

性问题# 作为定义 6的特例,我们有:

定义 8  设 ( X , F, $) 和( Y, F c
, $) 是两个Menger PN_空间, P , Q: D < X y Y是单值映

射, # i : X y S( Y, X ) , ( i = 1, 2) , y0 I Y# 我们称( #1, #2) 为 P , Q关于y 0的( 5 , $) _型概率

收缩偶,如果存在函数 U: R
+ y R

+ 满足条件( 5 ) 且使得对任何 t > 0, x I D 和 y I Y 成立:
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  F
c
P( x+ #

1
(x ) ( y ))- Q( x )- y \ $( F

c
Q( x )- y

0
( U( t ) ) , F

c
y ( U( t ) ) ) , ( 11)

  F
c
Q( x+ #

1
( x )( y ) )- P( x )- y \ $( F

c
P(x )- y

0
( U( t ) ) , F

c
y ( U( t ) ) )# ( 12)

定理 2  设 ( X , F, $) 是 T_完备的N.A.Menger PN_空间, ( Y , Fc
, $) 是Menger PN_空间,

其中 $是H _型的t_范数,又设P , Q: D < X y Y是两个闭单值算子,如果 #i : X y S( Y, X ) ( i

= 1, 2) 满足下列条件:

� ) 对任意的 x I D, y I Y,都有 x + # i ( x ) y I D;

� ) ( #1, #2) 是 P , Q 关于y 0的( 5 , $) _型概率收缩偶;

� ) 存在非负严格增函数 g ( t ) ,满足 g ( 0) = 0且对任意的 x I D, y I Y有

  F#
i
(x ) y ( t ) \ F

c
y( g( t ) )# ( 13)

则下面的非线性方程组

  y 0 = P ( x ) ,  y 0 = Q( x ) , ( 14)

在 D 中有解, 且对任意给定的 x 0 I D ,迭代序列

  x 2n+ 1 = x 2n - #1( x 2n) ( Q( x 2n) - y0) ,

  x 2n+ 2 = x 2n+ 1 - #2( x 2n+ 1) ( P( x 2n+ 1) - y 0) ,

T_收敛于方程组( 14) 的一个解# 

特别地, 设方程组( 14)的解集为 U,如果存在某一 x I U使得 #1( x ) 或者 #2( x ) 是一个满

射,则方程组( 14) 在 D 中有唯一解# 

证明  作为定理 1的特例, 容易证明定理 2前一部分的结论是正确的# 

现在来证明定理 2后一部分的结论# 假若 x * , x * * 是方程组( 14) 的两个解, 且不妨设 y 0

= H及 #1( x * ) 是满射,则存在 y I Y 使得

  x * - x * * = #1( x * ) y# 

于是,由( 11)得

  F
c
y ( t ) = F

c
- y( t ) = F

c
P( x

* *
)- Q( x

*
)- y ( t ) =

F
c
P(x

*
+ #

1
(x

*
) y )- Q( x

*
)- y ( t ) \ $( F

c
Q (x

*
) ( U( t ) ) , F

c
y ( U( t ) ) ) =

F
c
y( U( t ) ) \ , \ Fy ( U

n
( t ) )# 

令 n y ] ,得 F
c
y ( t ) = H ( t )# 这意味着 y = H, 从而有 x * = x * * # 唯一性得证# 

注 4 [ 1]中定理 2(即[ 8]中定理 13121 2)唯一性的证明不正确的# 我们应将定理的原条件/ 存在某个�x

I X 使得 #1 (�x ) 或 #2(�x ) 为 Y到X 的满映象0 修改为/ 存在�x I U使得, ,0 ,其中 U是所考察的方程组的

解集# 

[ 6, 10]中解的唯一性定理也应作类似的修改# 

3  Menger PN_空间中映象对公共不动点定理

定理 3  设 ( X , F, $) 是 T_完备的N.A.Menger PN_空间, 其中 $是H_型 t_范数,如果映

象 S , T : X y X 满足下列条件:对任何 t > 0,

  FSx - Ty ( t ) \ $( Fx- y( U( t ) ) , max Fx- Sx ( U( t ) ) , Fy- Ty ( U( t ) ) ) , ( 15)

其中 U: R
+ y R

+ 满足条件( 5)# 则 S , T 在X 中存在唯一公共不动点,而且对任一 x 0 I X 迭

代序列:
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  x 2n+ 1 = S ( x 2n) , x 2n+ 2 = T ( x 2n+ 1) ,

T_收敛于该不动点# 

证明  令 P ( x ) = x - S ( x ) , Q( x ) = x - T ( x ) ( Px I X ) ,并取 # i ( x ) S I , ( i = 1, 2) ,

这里 I 为恒同映射# 下证 P , Q, #i 满足定理 2的条件# 

事实上, � ) , � )成立是显然的# 对任意的 x , y I X 及 t \ 0,由( 15) 可得

FP( x+ #
1
( x ) y )- Q(x )- y ( t ) = FP(x + y )- Q( x )- y( t ) = FTx- S (x+ y ) ( t ) \

$( F- y( U( t ) ) , max Fx- Tx( U( t ) ) , Fx+ y- S(x + y ) ( U( t ) ) ) \

$( Fx- Tx( U( t ) ) , Fy( U( t ) ) ) =

$( FQ( x ) ( U( t ) ) , Fy ( U( t ) ) )# 

同理可得

  FQ( x+ #
2
( x ) y )- P( x )- y( t ) \ $( FP( x ) ( U( t ) ) , Fy ( U( t ) ) ) ,

即满足定理2的条件 � )# 又因 #1( x ) = #2( x ) S I 为满映像,故由定理 2知迭代序列

  x 2n+ 1 = x 2n - #1( x 2n) ( Q( x 2n) ) = S ( x2n ) ,

  x 2n+ 2 = x 2n+ 1 - #2( x 2n+ 1) ( P( x 2n+ 1) ) = T( x2n+ 1) ,

T_收敛于方程组

  P( x ) = H,  Q( x ) = H

的唯一解 x * ,即有 x * I X 是S, T 的唯一不动点# 
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A bst ra ct : The concept of ( �, $) _ type probabilistic contractor couple was introduced which simpl-i

fies and weakens the definition of probabilistic contractor couple given by Zhang Shisheng. The exis-

tence and uniqueness of the solutions for a system of nonlinear operator equations with this kind of

propabilistic contractor couple in N. A. Menger PN_spaces were studied. The works improve and ex-

tend the corrosponding results by M. Altman, A. C. Lee, W. J. Padgett et al.

K ey w ords: N A Menger PN_space; ( 5 , $) _probabilistic contractor couple; selective operator; non-

linear operator equations
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