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摘要:  借助于 MATHEMATICA 软件, 将直接约化法推广并应用到 2+ 1_维变系数广义 Kadomtsev_

Petviashvili( VCGKP)方程, 获得了VCGKP方程的若干相似约化, 其中包括 Painleve Ñ型、PainleveÒ型

和 PainleveÔ型的约化# 

关  键  词:  变系数广义 Kadomtsev_Petviashvili方程;  直接约化法;  相似约化

中图分类号:  O175   文献标识码:  A

引   言

在描述浅水波的研究中, 获得了很多著名的完合可积模型, 如 KdV 方程, mKdV 方程、

Boussinesq方程、Whitham_Broer_Kaup方程和 Khokhlov_Zabolotskaya方程等等[ 1~ 8] ,其中作为较好

的完全可积模型为 2+ 1_维变系数广义 Kadomtsev_Petviashvili( VCGKP)方程
[ 6]

  uxt + 6( u2x + uuxx ) + uxxxx + g4uyy + 6fux - ( f c+ 12f 2) = 0, (1)

其中 f = f ( t ) 是 t 的任意函数, g = g( t ) = e-Q6f dt# 当 f = 0时,方程(1) 成为通常的KP方

程# 最近 Clarkson和 Kruskal提出了一种有效的相似约化的直接法[ 1] # 并将此方法应用于

Boussinesq方程,得到了很多相似约化的结论
[ 1]# 文[ 2~ 4]又把此方法应用到 2+ 1维常系数

KZ方程和 1+ 1_维微分方程组 ) ) ) Whitham_Broer_Kaup 方程情形# 很显然这些微分方程(组)

都是常系数的# 本文将直接约化法推广并应用到( 2+ 1)_维变系数情形 ) ) ) 广义 Kadomtsev_

Petviashvili(VCGKP)方程[ 6]# 结果获得了VCGKP 方程的若干相似约化,其中包括Painleve Ñ型、

PainleveÒ型和PainleveÔ型的约化# 

1  广义 Kadomtsev_Petviashvili方程的相似约化

对于给定的 2+ 1_维变系数广义Kadomtsev_Petviashvili方程( 1) , 所有的相似约化都具有这

种形式

585

 应用数学和力学,第 21 卷 第 6期( 2000年 6 月)

  Applied Mathemat ics and Mechanics
           应用数学和力学编委会编重 庆 出 版 社 出 版  

X 收稿日期:  1999_03_02; 修订日期:  1999_12_13

基金项目:  国家自然科学基金资助项目( 19572022) ; 国家攀登计划基金资助课题

作者简介:  闫振亚( 1974~ ) ,男, 河南上蔡人,博士.



  u( x , y , t ) = F ( x , y , t , Q( Z) ) ,   Z = Z( x , y , t ) , (2)

其中 F和Z为待定的函数, Q( Z) 满足一个常微分方程# 事实上,类似于文[ 1] ,可以证明没有

必要假设这种一般形式, 我们只需要假设下面特殊形式

  u( x , y , t ) = A( x , y , t ) + B( x , y , t ) Q( Z ) ,   Z = Z ( x , y , t ) , (3)

其中 A、B和Z 为待定x、y、t 的函数, Q( Z) 满足某一个关于 Z 的常微分方程# 

借助于MATHEMATICA,将方程( 3)代入方程( 1)并整理,得到

  uxt + 6( u2x + uuxx ) + uxxxx + g4uyy + 6fux - ( f c+ 12f 2) =

      BZ4xQ (4) + (4BxZ 3x + 6BZ 2xZxx ) QÊ + ( BZxZ t + 6ABZ2x + 6BxxZ2x +

      12BxZxZxx + BZxZxxx + 3BZ
2
xx + g

4
BZ

2
y) Qd+ ( BxZt + BtZx + BZx t +

      12AxBZx + 12ABxZx + 6ABZxx + 4BxxxZx + 6BxxZxx + 4BxZxxx + BZxxxx +

      2g4ByZy + g
4BZyy + 6f BZx) Qc+ ( Bx t + Bxxxx + 12AxBx + 6ABxx +

      6AxxB+ g
4Byy + 6f Bx ) Q + (6BBxx + 6B

2
x ) Q

2
+ (12BBxZx + 6B

2
Zxx +

      12BBxZx ) QQc+ 6B2Z2xQQd + 6B2Z2xQc2 + ( Axt + Axxxx + 6AAxx + 6A2x +

      g4Ayy + 6fAx - f c- 12f 2) = 0, (4)

其中/c0表示关于 Z 的求导# 为了使方程(4) 成为 Q 仅仅关于Z 的常微分方程,则 Q及其导

数的各项系数之比仅是 Z 的函数# 取 Qdd项的系数(即 BZ4x ) 作为比较系数,即当 Zx X 0时,

可得下面的方程组

  

4BxZ
3
x + 6BZ

2
xZxx = BZ

4
xP 1( Z) ,

BZxZ t + 6ABZ
2
x + 6BxxZ

2
x + 12BxZxZxx + BZxZxxx + 3BZ

2
xx + g

4BZ2y = BZ
4
xP 2( Z ) ,

BxZt + BtZx + BZx t + 12AxBZx + 12ABxZx + 6ABZxx + 4BxxxZx + 6BxxZxx +

  4BxZxxx + BZxxxx + 2g
4ByZy + g

4BZyy + 6f BZx = BZ
4
xP3( Z) ,

Bx t + Bxxxx + 12AxBx + 6ABxx + 6AxxB+ g
4Byy + 6fBx = BZ

4
xP 4( Z ) ,

6BBxx + 6B
2
x = BZ

4
xP 5( Z ) ,

12BBxZx + 6B
2
Zxx + 12BBxZx = BZ

4
xP6( Z) ,

6B2Z 2xQQd = BZ4xP7( Z) ,

6B2Z 2x = BZ
4
xP8( Z) ,

Axt + Axxxx + 6AAxx + 6A
2
x + g

4Ayy + 6fAx - f c- 12f 2 = BZ4xP 9( Z) ,

(5)

其中 Pi ( Z ) ( i = 1, 2, 3, ,, 9) 为 Z 的待定函数# 方程(5) 为关于 A、B、Z、P i ( i = 1, 2, ,, 9)

的微分方程# 为了确定这些未知量,类似于 Clarkson和Kruskal的做法,我们采取如下的规律:

规律 1  如果 A( x , y , t ) = A0( x , y , t ) + B( x , y , t ) Q( Z ) , 则取 Q = 0(因为可作变换

T( Z) y T ( Z) - Q( Z) )# 

规律 2  如果 B( x , y , t ) = B0( x , y , t ) Q( Z) , 则取 Q = 1(因为可作变换 T( Z ) y

T( Z) / Q( Z ) )# 

规律3  如果 Z( x , y , t )由方程 Q( Z) = w ( x , y , t )确定, 且Q( Z) 为任意可逆函数,则我
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们取 Q( Z) = Z(因为可作变换 Z y 1/ Q( Z) )# 

利用上述规律 1~ 3,我们能够从方程( 5)中获得下面一系列的结论(注意: 对于每一个变

量,其中的某一条规律只能使用一次# )

  P1( Z) = P 2( Z ) = P5( Z ) = P6( Z) = 0, P 3( Z ) = MZ + N, (6)

  P4( Z) = 2M, P7( Z) = P 8( Z ) = 6, P9( Z) = -
( MZ + N)

2

3
; (7)

  u( x , y , t ) = - 1
6Q

2[ Q( xQt + Kt ) + g
4
( xQy + Ky)

2
] + Q

2
Q( Z) , (8)

  Z( x , y , t ) = xQ( y , t ) + K( y , t ) , (9)

  Qyy - Mg
- 4Q5 = 0; (10)

  g4Kyy + Qt + 6fQ- (MK+ N ) Q4 = 0; (11)

其中 M和N为任意的常数, Q、K为y 和 t的函数且满足方程(10) 和(11)# 将方程(5) ~ (7) 代

入方程(4) , 可得到(2+ 1) _维变系数广义的 Kadomtsev_Petviashvili方程( 1)的相似约化

  Qdd+ 6QQd + 6Qc2+ (MZ+ N ) Qc+ 2MQ - 1
3
(MZ+ N )

2
= 0# (12)

分下面三种情况做进一步的讨论:

情况 1  当 M = 0、N = 0时,可得到方程(10) 和(11) 的一般解

Q( y , t ) = k 1( t ) y + k2( t ) ,

K( y , t ) = -
1
6 g
- 4
[ ( k1t + 6f k1) y

3
+ 3( k2t + 6f k 2) y

2
+ k 3( t ) y + k 4( t ) ] ,

其中 ki = ki ( t ) ( i = 1, 2, 3, 4) 为 t的任意函数# 根据方程(8)、(9) 和(12) 可获得2+ 1_维变

系数广义 Kadomtsev_Petviashvili方程( 1)的一种相似约化

u ( x , y , t ) = -
1

6( k1y + k2)
2[ ( k 1y + k2) ( k 1txy + k 2tx + Kt ) +

g
4
( k 1x + Ky)

2
] + ( k1y + k 2)

2
Q( Z) ,

Z = ( k 1y + k2) x -
1
6
g
- 4
[ ( k1t + 6f k 1) y

3
+ 3( k2t + 6f k 2) y

2
+ k 3( t ) y + k4( t ) ]

且 Q( Z ) 满足下面一个关于 Z 的常微分方程

  Qdd+ 6QQd + 6Qc2 = 0# (13)

对方程( 13)积分两次,得到

  d2Q

dZ2
+ 3Q2+ aZ + b = 0# (14)

当 a = 0时, Q( Z) 是一个Weierst rass椭圆函数# 否则方程(14) 为 Painleve Ñ 型方程[ 6]# 

情况 2  当 M = 0、N X 0时,可得到方程(10) 和(11) 的一般解

  Q( y , t ) = k1( t ) y + k2( t ) ,

  K1 =
1
30
g
- 4
[ Nk
- 2
1 ( k 1y + k2)

6
- 5( y + k2tk
- 1
1t ) - 30f ( y + k2 k
- 1
1 ) ] +

k3( t ) y + k 4( t ) ,   ( k1 X 0, k1t X 0)

  K2 =
1
4
g
- 4
[ ( Nk

4
2 - 6f k 2- k 2t ) y

2
+ k3( t ) y + k 4( t ) ] ,   ( k 1 = 0) ,
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其中 ki ( t ) ( i = 2, 3, 4) 为 t 的任意函数 # 因此可获得 2 + 1_维变系数广义 Kadomtsev-

Petviashvili方程( 1)的两种相似约化

  u( x , y , t ) = - 1

6( k 1y + k 2)
2[ ( k1 y + k 2) ( k1txy + k2tx + Kit ) +

g
4
( k1x + Kiy )

2
] + ( k1y + k2)

2
Q( Z ) ,

  Z = ( k1y + k 2) x + Ki ( y , t )   ( i = 1, 2, )

且 Q( Z ) 满足下面一个关于 Z 的常微分方程

  Qdd+ 6QQd + 6Qc2+ NQc- 1
3
N

2
= 0# (15)

这个方程( 15)等价于PainleveÒ型方程[ 6]# 

情况 3  当 M X 0时,我们能够设 N = 0(因为在方程(12) 中可作变换 Ky K- N / M ) 积

分方程(11) 可获得

  5Q
5y

2

=
1
3
Mg
- 4Q6+ k5( t ) , (16)

其中 k5( t ) 为积分变量# 进一步讨论分下面两种情形 :

情况 311  当 k 5( t ) = 0时,方程(16) 有一解

  Q( y , t ) =
4

3
4M
g ( y + k 6( t ) )
- 1/ 2
, (17)

将方程( 17)代入方程( 10) , 解之得

  K( y , t ) = k 7( t ) ( y + k 6( t ) )
3/ 2
+ k8( t ) ( y + k6( t ) )
- 1/ 2
k8( t ) +

K 9( t ) ( y + k6( t ) )
1/ 2
,

其中   k6( t ) = 2Q
4

3
4M
k9( t ) g

3dt ,

k 8( t ) , k9( t ) 为 t的任意函数# 因此可获得2+ 1 _维变系数广义Kadomtsev_Petviashvili方程( 1)

的一个相似约化

  u( x , y , t ) = - 1
6Q

2[ Q( xQt + Kt ) + g
4
( xQy + Ky)

2
] + Q

2
Q( Z) ,

  Z( x , y , t ) = xQ( y , t ) + K( y , t ) ,

且 Q( Z ) 满足下面一个关于 Z 的常微分方程

  Qdd+ 6QQd + 6Qc2+ MZQc+ 2MQ - 13 M
2
Q

2
= 0# (18)

这个方程( 18)等价于PainleveÔ型方程[ 6]# 

情况 312  当 k 5( t ) X 0时,我们不妨设 k5( t ) =
1
3
M
- 2
g
- 4# 若做一个变换

  Q2( y , t ) =
1

H2( y , t ) - M
,

则方程( 16)成为广义雅可比椭圆方程

  5H
5y

2

=
1
3 M
- 2
g
- 4
( H

4
- 3MH

2
+ 3M

2
)# 

解此方程可获得 Q( y , t ) 的值,进而根据方程( 8)、(9) 和(11) , 得到 2+ 1_维变系数广义
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Kadomtsev_Petviashvili方程( 1)的又一种相似约化,且 Q( Z ) 满足方程( 18) # 

总之, 我们将直接约化法成功地推广并应用到高维( 2+ 1_维)且变系数微分方程情形, 以 2

+ 1_维变系数广义 Kadomtsev_Petviashvili方程为例, 将其约化为 Painleve Ñ型、Painleve Ò型和

PainleveÔ型# 这种方法也可以推广到 2+ 1_维微分方程组的情形, 如 2+ 1_维色散长波方

程[ 7] ,这种情形我们将在另文给出# 
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Similarity Reductions for 2+ 1_Dimensional Variable

Coefficient Generalized Kadomtsev_

Petviashvili Equation

Yan Zhenya,  Zhang Hongqing
( In stitut e of Mathem atical Scien ce , Dalian Un iver sity of

Techn ology , Da lian 116024, P R China )

Abstract: With the aid of MATHEMATICA, the direct reduction method was extended and applied in

2+ 1_dimensional variable coefficient generalized Kadomtsev_Petviashvili equation(VCGKPE) . As a re-

sult, several kinds of similarity reductions for VCGKPE are obtained which contain Painleve Ñ ,

Painleve Ò and Painleve Ô reductions.

Key words: variable coefficient generalized Kadomtsev_Petviashvili equation; direct reduction

method; similarity reduction
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