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摘要 :  采用分层法研究 Timoshenko型直梁的弹塑性大挠度数值问题,由 TL列式法建立梁的非线

性平衡方程, 采用 mNR法求解# 详细介绍了单元的切线刚度矩阵形成过程及求解步骤# 解的情

况令人满意# 
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引   言

随着材料科学的发展和技术工艺方面的不断要求, 杆件的大挠度非线性问题一直是工程

应用领域的重要研究课题# 在 60年代初期,研究范围仅局限于 Euler 的 Elast ica 理论, 即为线

弹性材料柔性杆件的几何非线性问题, Frish_Fay 的专著[ 1]对此作了概括性的综述# 80年代以

来的这类研究主要是数值分析,如Wang 等人
[ 2~ 4]

利用摄动法和数值积分法求解 Elastica方程,

还有一些利用有限元法的成功计算
[ 5~ 7]

, 分析了某些具体问题# 

与此同时, Owen等人[ 8]利用某些简化措施进行了 Timoshenko 梁的弹塑性有限元分析# 在

80年代后期到 90年代,杆件的弹塑性大挠度问题及其数值分析继续引起人们的注意[ 9, 10]# 由

于同时考虑几何与物理两方面的非线性, 特别是塑性变形的不可逆性,使得基于 Plastica 方程

理论的大挠度分析不仅在本质规律上与 Elastica理论不同,而且大大增加了数学描述和实际计

算的困难# 文[ 9]就理想弹塑性材料对相应的 Elastica 方程以及加载和卸载阶段的 Plastica方

程进行了理论研究和解析分析# 在数值计算方面, 文[ 10]就梁、板、壳的双重非线性问题进行

了张量形式的有限元列式分析,并就实用计算方面提出了若干简化措施# 

本文采用分层法研究 Timoshenko梁的弹塑性大挠度问题# 采用TL 列式法, 由虚功原理导

出梁的非线性平衡方程, 采用 mNR法求解, 详细推导了梁的弹塑性大挠度情形下的切线刚度

矩阵, 并对 mNR的计算步骤及程序实现过程作了详细介绍# 本文力学模型建立的基本假定

有:

1) T imoshenko梁截面变形的平截面假定;

2) 材料为理想弹塑性;
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3) 只考虑正应力对屈服的影响# 

1  梁的分层法弹塑性分析

对Timoshenko 型梁单元的弹塑性分析, 当采用TL列式法时,第二类 Piola_Kirchihoff应力分

量为 Rx、Sxz , 相应的Green_Lagrange应变分量为 Ex、Cxz # 设想把梁单元沿厚度方向分为若干

层,由截面的平衡条件,可将截面的轴力、剪力及弯矩表示为

  N x = 6
n

i= 1Q
z

i+ 1

z
i

Rxbdz , Qx = 6
n

i= 1Q
z
i+ 1

z
i

Sxzbdz , Mx = 6
n

i= 1Q
z

i+ 1

z
i

Rxzbdz , ( 1)

这里 n 为截面分层数, zi 为各子层表面至截面中性层高度, b 为截面宽度# 另外,由假设 1每

一子层纤维的应变与梁中面应变和曲率的关系为

  Exi = E0 + z V# ( 2)

理想弹塑性材料的应力_应变本构关系为

  Ri =
EEi 当 Ei < Es ,

E ( Ei - Epi ) 当 Ei > Es ,
( 3)

式中 E 为弹性模量, Epi为不可恢复的塑性应变, Es为屈服应变(参考图1) , 由假设3和假设1,

各子层的剪应力可表示为

  Sxzi = GCxzi = GCxz# ( 4)

对( 3)式取变分, 即得增量形式的应力_应变关系

  DRi =
EDEi 当 Ri < Rs ,

0 当 Ri = Rs ,
( 5)

其中 Rs 为屈服应力# 将( 2)、( 3) 式代入( 1) 式,便可将弹塑性状态梁的截面内力写成

  

N x = 6
n

i= 1
Q

z
i+ 1

z
i

E ( E0 + z V - Epi ) bdz ,

Mx = 6
n

i= 1
Q

z
i+ 1

z
i

E ( E0 + z V - Epi ) zbdz ,

Qx = 6
n

i= 1
Q

z
i+ 1

z
i

GCxzbdz# 

( 6)

若以每一子层的中面宽度近似表示该层宽度,便可完成上式积分,写成矩阵形式为

Nx

Mx

Qx

= 6
n

i= 1

bi

E( zi+ 1 - zi )
1
2

E ( z
2
i+ 1 - z

2
i ) 0

1
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E( z
2
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2
i )

1
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E ( z
3
i+ 1 - z

3
i ) 0

0 0
1
AG ( zi+ 1 - zi )

E0

V

Cxz

-

Epi

0

0

, ( 7)

式中 Epi为各子层中面不可恢复的塑性应变,可依下式求出

  Epi = Ex i - Es , ( 8)

1/ A为截面修正系数[ 8]# 由于各子层中面应变 Ex i均依赖其应变历史,因此对于每一加载步所

有子层的应变均需存贮# 现在,可将分层法的屈服条件表示为: 以每一子层中面的应力状态代

表该层的应力状态, 当该薄层材料的中面应力达到屈服极限时, 该子层就进入了屈服状态# 这

样在mNR法迭代过程中, 便可根据上一步迭代所得到的应变增量, 由( 2)式及( 8)式计算出每
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一子层的应变 Exi 及Epi , 再由( 7)式计算当前荷载水平下梁的内力,用于求mNR法中的结点不

平衡力和初应力矩阵# ( 7)式可记成

  R = D( E- Ep) ( 9)

的形式,其增量方程可参照( 5)式写成

  dR = DtdE, (10)

其中   dR = [ dN x dMx dQx ]
T
, dE= [ dE0 d V dCxz]

T# ( 11)

Dt 为切线模量, 反映广义应力_应变增量形式的弹塑性本构关系,具体要视当前荷载水平下各

子层的应力情况,根据( 5)式予以调整# 

2  梁的几何非线性有限元列式

图2为三结点Timoshenko 型直梁单元,其位移模式可写成

  u = [ u w Hx ]
T

= ND, (12)

图 1  理想弹塑性材料的应力_应变关系      图 2  单元的结点位移与结点力

 

式中 D为单元结点位移列阵, N 为形函数矩阵,本文将形函数取为二次抛物线形式

  N1 = -
1
2
N( 1 - N) , N 2 = ( 1 - N) ( 1+ N) , N3 =

1
2
N( 1+ N) , ( 13)

这里 N为单元的局部坐标,采用等参分析时,梁的几何坐标变换为

  x = 6
3

i= 1

N ix i# ( 14)

Timoshenko梁的大挠度几何方程为

  E=

E0

V

Cxz

=

du
dx

-
dH
dx

dw
dx

- Hx

+

1
2

dw
dx

2

0

0

= E0 + EL, ( 15)

式中 E0为梁的小挠度广义应变列阵, EL为 E的几何非线性部分# 将( 12) 式代入上式,便可将

单元的应变列阵写成插值形式

  E= E0 + EL = B0 +
1
2
BL = BD, ( 16)

式中 B0 为小挠度应变矩阵,现分析非线性应变 EL , 可将其写成

  EL =
1
2

dw
dx

2

=
1
2 CDb#CDb =

1
2 B

b
LDb, ( 17)
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式中

  

C =
5N1

5x
 0  

5N2

5x
 0  

5N3

5x
 0 ,

Db = [ w 1  Hx1  w 2  Hx2  w 3  Hx3]
T
,

B
b
L = CDbC# 

( 18)

经过这样处理, ( 16)式中非线性应变矩阵 BL 即可写成

  BL =
0 B

b
L

0 0
# ( 19)

在 B0、BL 矩阵元素中,涉及形函数偏导数的处理,请参阅文[ 7]# 

3  虚功平衡方程及其增量形式

梁单元的虚功方程为

  QL
(DE)

T Rdx - QL
(Du )

T
qdx = 0, ( 20)

代入( 16)、( 12)式,并注意到

  DE= D B0 +
1
2 BL D = ( B0 + BL )DD, (21)

便可将( 20)式写成

  QL
(DD) T

( B0 + BL)
T Rdx - QL

(DD) T
N

T
qdx = 0# ( 22)

由此可得到

  QL
( B0 + BL)

T Rdx - R = 0, ( 23)

式中 R = QL
N

T
qdx 为单元的等效结点荷载, ( 23)式即为梁单元的非线性平衡方程# 若令

  W= QL
( B0 + BL )T Rdx - R , ( 24)

则其增量形式可由( 10)及( 19)式进行推导

  d W= QL
d( B0 + BL)

T Rdx + QL
( B0 + BL )TdRdx =

QL
dBT

L Rdx + QL
( B0 + BL)

T
DtdEdx =

QL
( B0 + BL)

T
Dt ( B0 + BL) dxdD+ QL

dB
T
L Rdx =

( K0 + KL + KR) dD=

KTdD, (25)

式中 Dt为切线模量, KT 即为单元的弹塑性大挠度情形下的切线刚度矩阵,且

  K0 = QL
B

T
0 Dt B0dx , KL = QL

( B
T
0Dt BL + B

T
L DtB0 + B

T
L DtBL ) dx ( 26)

分别称为单元的几何线性刚度矩阵和大位移矩阵, ( 25)式后一项即为初始应力矩阵 KR ,由于

dBT
L =

0 0

d( B
b
L)

T 0
=

0 0

C
Td( CDb)

T 0
=

0 0

C
Td( CDb) 0

=
0 0

C
T
CdDb 0

, ( 27)

所以
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  QL
dBT

L Rdx = QL

0 0

C
T
CdDb 0

Nx

Mx

Qx

dx = QL

0

NxC
T
CdDb

dx =

      QL

0 0

0 C
T
N xC

dxdD, ( 28)

故    KR =

0 0

0 QL
C

T
NxCdx

# ( 29)

上式中梁的轴力 N x 应根据当前荷载水平下各子层的应变情况由( 7) 式确定# 由( 25)、

( 19) 式可知KT = KT ( D, R) ,即与当前的位移、应力有关# 至于( 26)、( 29)式的积分,利用等参

变换技术,容易写成 Gauss数值积分的标准形式并编入程序执行相应的计算,不再赘述# 

4  mNR法的求解过程

考虑( 24)式,对各单元求和, 便可将系统的非线性平衡方程写成

  W( D, R) = 6
e QL

( B0 + BL)
T Rdx - R = 0 ( 30)

的形式,这里 D应理解为系统的结点位移列阵, R为系统的等效结点荷载# Newton_Raphson法

的求解思想是将非线性平衡方程 W( D, R) = 0在某一近似解 Dk 处由切线增量方程

  W( Dk , Rk) + KT( Dk , Rk) ( D- Dk) = 0 ( 31)

来近似,由上式即可写出 NR法的迭代公式

  
$Dk+ 1 = - (KT)

- 1
k Wk ,

Dk+ 1 = Dk + $Dk+ 1,   k = 1, 2, 3 ,,
( 32)

式中 Wk 即为系统在 Dk 处所产生的不平衡力

  Wk = W( Dk , Rk ) = 6
e
QL

( B0 + BL)
T
kRkdx - R# (33)

由( 32)式可知,NR法每迭代一次均要重新形成 ( KT ) k 并重新计算 Wk ,特别是形成 KT ,工作量

十分浩大,本文采用修正的Newton_Raphson法(mNR法) ,具体求解步骤如下:

1) 对结构施加全部荷载 R ,并作线性计算# 
2) 由各单元的线性应变 E, 根据(2) 式求各子层的应变, 并由梁的最大正应变求出梁的最

大正应力 Rimax ,设 Rimax > Rs , 否则取线性解; 令 L = Ri max / Rs , 存贮由荷载 R/ L 作

线性计算时各子层的应变、应力,并以

  $R =
1
m

1-
1
L

R ( 34)

作为以后每次加载的荷载增量步, 这里 m 为加载步数# 

3) mNR法对于每一荷载增步量 J ( J = 1, 2, ,m ) ,形成一次 KT ( DJ , RJ ) ,但对该荷载增量

步的各次迭代, 均需计算不平衡力 W( Dk , Rk) , 仍根据( 32)式进行迭代计算, 直至该步收敛# 

4) 对于第 J步荷载增量计算得到的 DJ ,可由( 16) 式计算 EJ ,由( 2) 式计算各子层应变,由

( 7) 式计算 RJ ,并由( 5) 式调整 Dt, 便可根据( 25)、( 33) 式形成 KT ( DJ+ 1, RJ+ 1) , Wk( DJ+ 1, RJ+ 1) # 

重复( 32)式的迭代计算,直至加载完毕# 

5) 对于每一荷载增量步, 收敛判据可取为

  max
i

$Di
Di

< E, ( 35)

这里 Di 为系统某一自由度方向上的位移, i 为对系统各自由度循环# 
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5  算   例

端点受集中力 P作用的矩形悬臂梁,设M e= Rs bh
2
/ 6为梁的弹性极限弯矩, B= M e/ EI =

2Rs/ Eh, B是一个反映梁的几何及材料性质的参数,它等于截面承受弹性极限弯矩时截面的曲

图 3  梁的大挠度变形情况

率 dH/ dx , 用以表征梁的柔度# 为便于数据分析, 采用

量纲为一的荷载参数 P
*

= Pl/ M e, 量纲为一的端点位

移 u
*

= u/ l , w
*

= w / l (参见图3)# 本算例将梁划分

为4个单元,截面分为8层, 二点Gauss积分,分别对 B=

015, B= 1. 0, B= 3. 0的情况进行了计算# 由于是静定

梁,初始荷载可取 P
*

= 1, 荷载增量取 $R = P
*

/ 10,

P
*

~ u
*

, P
*

~ w
*
曲线分别如图 4、图 5所示,与文

[9]解析结果基本吻合, 特别是达到一定荷载水平数值

计算无法进行时,正好对应文[ 9]的开始塑性卸载点# 

) 文[ 9]解; # 本文解; @ 开始塑性卸载点    ) 文[ 9]解; # 本文解; @ 开始塑性卸载点

图 4  梁端点水平位移与外力的关系       图 5  梁端点竖直位移与外力的关系
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Numerical Analysis of the Large Deflection

of an Elastic_Plastic Beam

Gan Hong
( Depar tm en t of Construction En gineer ing , Anhu i Institute of

Architectur e , Hefei 230022, P R China )

Abstract: The layered approach was adopted to study the numerical procedure of the large deflection

of an elastic_plastic Timoshenko. s beam, and the nonlinear equilibrium equation was derived by TL

Formula. The solution was conducted by means of mNR method. The tangential stiffness matrix of

the beam was introduced, and the solving procedures were presented in detail. The solution of the

problem is satisfactory.

Key words: elastic_plastic; large deflection; layered approach; total Lagrange formula; modified

Newton_Raphson method
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