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摘要:  导出了适用于计算机进行计算的复频域卷积的离散算法, 应用 Durbin 拉氏变换数值反演

法对复频域卷积结果进行数值反演,可获得时域数值解# 将该数值解与解析解进行比较表明, 数

值解具有较高的精度# 
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引   言

众所周知, 两个存在拉氏变换的时间函数的乘积的拉氏变换,是这两个函数的拉氏变换的

复频域卷积# 对于具有解析表达式的两个复频域解析函数的卷积,通常采用留数法进行计算,

此时必须求出其中一个函数的所有的极点# 在工程计算中,由于问题的复杂性,往往难以用解

析法求出复频域卷积的解析函数# 甚至,在复频域中给出的是拉氏变换的离散形式# 显然,研

究用计算机实现复频域卷积的算法是十分有意义的# 

1  复频域卷积的离散算法

现依据复频域卷积定理导出适合计算机进行计算的复频域卷积的离散算法# 

111  复频域卷积定理

若已知因果信号 f ( t ) 和 g( t ) ,且

  
L [ f ( t ) ] = F ( s) ,  Re[ s ] > Rf ,

L [ g( t ) ] = G ( s) ,  Re[ s] > Rg# 
(1)

则

  Fw ( s) = L [ f ( x ) g( t ) ] =
1
2PjQ

c+ jX

c- jX
F( z ) G( s - z )dz# (2)

注意到,积分是沿着 z 复平面上平行于虚轴的直线 c进行的,且必须满足

  R = Re[ s] > Rf + Rg ,  Rf < c < R- Rg , (3)

即 F ( z )的所有极点必须位于直线 c的左侧, 而G ( s- z ) 的所有极点必须位于直线 c的右侧# 
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这就是所谓的复频域卷积定理[ 1]# 

112  离散算法

令 z = c + j Xc并代入式(2) ,则有

  Fw ( s) =
1
2PQ

]

- ]
F ( c + Xc) G ( s - ( c + j Xc) )d Xc# (4)

令式( 4)中的 Xc= 2Pn/ T ,则可得

  Fw ( s) =
1
T E

]

n= - ]
F ( c + j2Pn/ T) G( s - ( c + j2Pn/ T) )# (5)

将式( 5)中的 s 离散化,即令

  sk = a + jk2P/ T   ( a = 2c) , (6)

则

  Fw ( sk ) =
1
T E

]

n = - ]
F( c + j2Pn/ T) G ( c + j2P( k - n) / T )# (7)

在误差允许的范围内

  Fw ( sk ) U 1
T E

M- 1

n = - M+ 1
F ( n) G( k - n) =

1
T
F ( k )* G ( k ) , (8)

其中

  
F( k ) = F ( c + j2PJ/ T )

G( k ) = G ( c + j2Pk / T)
 ( k = - M + 1, ,, - 1, 0, 1, ,, M - 1)# (9)

式( 8)表达的线性卷积可借助于循环卷积以FFT 快速算法实现之# 同时应当注意到,一般情况

下,复频域卷积的结果无论是否继续参加复频域的其它运算, 其最终的结果还是要返回时域

的,故以上诸式中的三个参数 T , a和M应当参照Durbin拉氏变换数值反演法[ 2] 给出的收敛准

则加以选择# 尤其是, M的选择应当满足在给定的误差范围内 | Fw( sM) | 已可忽略不计# 若

式(8) 的卷积结果将继续参加复频域运算,则 Fw ( sk) 宜取 k = - M+ 1, ,, - 1, 0, 1, ,, M -

1这 2M - 1点离散值# 反之, 若式(8) 的卷积结果直接用以数值反演, 则 Fw ( sk) 宜取 k = 0,

1, ,, M - 1这 M 点的离散值# 

2  数值拉氏反变换算法

本文采用 Durbin算法将离散卷积结果 Fw( sk) 变换为欲得的时域解# 

211  计算方法

已知 Fw ( sk ) 欲得

  f w( t l ) = fw ( l$t ) ,  t l = l$t = lT / N  ( l = 0, 1, ,, N - 1) , (10)

其中 T 是fw ( t ) 从 t = 0开始的时间长度,则基本计算公式为

  f w( t l ) =
2exp[ at l ]

T
-

1
2
Re Fw( a) +

Re E
NSUM- 1

k= 0
Fw ( sk) coskl

2P
N
+ jsinkl

2P
N

, (11)

其中NSUM为正整数并与 M 相等# 

式( 11)的快速算法为

  f w( t l ) = C ( l ) # -
1
2
Re Fw ( a) + Re E

N- 1

k= 0

[ A ( k) + jB ( k) ] Wlk
=
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C ( l) # -
1
2
Re Fw ( a) + N #Re IFFT [ A( k ) + jB( k ) ] , (12)

其中

  
C( l) =

2
T

# exp( atl )   ( l = 0, 1, ,, N - 1) ,

W
lk
= exp j

2P
N
lk ,

(13)

  

A ( k) = E
L- 1

l= 0
Re Fw a + j( k + lN)

2P
T

,

B( k ) = E
L- 1

l = 0
Im Fw a + j( k + lN)

2P
T

# 

  (N # L = NSUM)# (14)

212  参数选择

需要选择的参数有 : NSUM, a 和T# 选择的基本原则是: 给定欲求时间函数的时间长度

T; a 必须大于零; NSUM 足够大,以确保在满足误差要求的条件下, Fw ( sk ) 的复幅值频谱已达

可以忽略的程度# 三者受如下收敛条件所约束

  
max Re Fw a + jNSUM 2P

T
, Im Fw a + jNSUM 2P

T
[ ET

exp( aT)
,

E= 10- 10
~ 10- 6# 

(15)

通常选 aT = 5 ~ 10; NSUM = 50 ~ 5000, 这三个参数在求离散卷积时应当作出选择# 

3  算   例

本文给出如下三个算例# 

1) 两因果信号的拉氏变换分别为 F ( s) = 2/ s3和 G( s ) = 1/ s2, 现应用本文导出的复频域

离散卷积算法进行计算, 再将卷积结果作数值反演, 并与时域解析解作比较# 取参数 T =

10s, N = 100, aT = 20, c = a/ 2,NSUM = 5000# 时域数值解和解析解一并打印于图 1( a) ,其

中虚线代表数值解,实线代表解析解# 数值解偏离解析解的误差曲线示于图1( b)# 采用文献

[ 3] 给出的方差评估指标 ( variance accounted for)对曲线拟合状况评估如下:

  VAF = 100# [ 1 - ss( error) / ss( dig ital sulut ion) ] = 100%

           ( a)                     ( b)

图  1
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其中 ss 代表取平方和# 此即表示,上述两曲线几乎完全重合# 

2) 两因果信号的拉氏变换为 F ( s) = 2P/ [ s
2
+ 2(P)

2
] , G ( s) = exp(- 2s ) / s , 取参数T =

4s, aT = 10, c = a/ 2, N = 100, NSUM = 5000# 类似于图 1的曲线示于图 2# 且 VAF =

9919% # 

         ( a)                      ( b)

图  2

3) 时域反齿函数 f ( t ) = (1 - 200t ) u ( t ) 的拉氏变换为 F ( s) = ( s - 200) / s
2
, G( s) =

2000P/ [ s2+ (2000P) 2]# 取参数T = 01005s, aT = 10, c = a/ 2, N = 100, NSUM = 20000# 类

似的曲线示于图 3# 且VAF = 9919% # 

         ( a)                      ( b)

图  3

4  结   论

综上所述, 本文导出的复频域离散卷积算法易于实现,精度较高,具有理论和工程实践应

用价值# 
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A Discrete Algorithm for Complex

Frequency_Domain Convolutions

Cai Kunbao1,  Yang Ruifang2,  Yu Jihui1
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Abstract: A discrete algorithm suitable for the computation of complex frequency_domain convolution

on computers was derived. The Durbin. s numerical inversion of Laplace transforms can be used to

figure out the time_domain digital solution of the result of complex frequency_domain convolutions.

Compared with the digital solutions and corresponding analytical solutions, it is shown that the digital

solutions have high precision.

Key words: complex frequency_domain; convolution; Laplace transforms; numerical inversion
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