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转动相对论系统的 Lie对称性和守恒量
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摘要:  研究转动相对论性完整与非完整力学系统的 Lie 对称性和守恒量# 定义转动相对论力学

系统的无限小变换生成元,利用微分方程在无限小变换下的不变性, 建立转动相对论性力学系统

的Lie对称确定方程,得到结构方程和守恒量的形式,并给出应用实例# 
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引   言

1979年R. Bengtsson和S. Frauendorf精确测量14种核子的自旋转速最大值,结果表明各核

子的自旋转速最大值各不相等[ 1]# 随着科学技术的进步, 越来越多的实验现象与高速转动问

题有关,爱因斯坦的相对论理论和经典力学的转动理论已不适用,近年来建立的相对论性分析

力学理论也不适用[ 2~ 5]# M. Carmeli于 1985年建立了转动相对论力学理论[ 6~ 9] ,最近罗绍凯

建立了转动系统的相对论分析力学理论
[ 10]

, 并给出了相对论转动力学系统的Noether理论# 

众所周知,狭义相对论的建立使人们认识到对称性原理与物理规律之间存在紧密的联系,而量

子力学、量子场论、原子核物理等近代物理的发展又表明,对称性原理已深入到微观物理领域,

成为探索微观粒子运动规律的重要原理之一# 物理系统具有对称性和守恒量的分析, 在物理

学众多领域都十分重要# 寻求系统守恒量的近代方法是Noether方法和Lie方法[ 11~ 13]# Lie方

法引入力学研究领域始于 70年代末 Lutzky 等人的工作
[ 14]

, 近年来 Lie 方法研究取得一些结

果
[ 15]# 本文将 Lie方法引入转动相对论系统,给出系统的 Lie 对称性确定方程、结构方程和守

恒量的形式,并举例说明结果的应用# 

1  转动相对论系统的动力学方程

11 完整约束条件下转动相对论动力学方程
研究 N 个物体构成的力学系统, M i为第i个物体受到的外力对Oz 轴之矩, I0i为经典转动

惯量, Hi ( qs, t ) 为相对于 S系的角坐标, #i为极限角速度,在理想约束条件下,转动相对论力学

系统的D. Alembert原理为[ 10]
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- Mi
5Hi
5 qs

+
d
dt
( IiÛHi )

5Hi
5 qs

Dqs = 0,  Ii = I 0i / 1 - ÛH2i / #2
i , (1)

qs 为广义坐标,对于只受 k个完整约束的系统, Dqs彼此独立,则可得到转动相对论完整系统的

Lagrange方程为
[ 10]

  d
dt

5T *

5Ûq s
-

5T *

5 qs
= Qs,  Qs = E

N

i= 1

Mi
5Hi
5 qs

  ( s = 1, 2, ,, n) , (2)

其中

  T
*
= E

N

i= 1

I0i #
2
i (1 - 1- ÛH2i / #2

i ) , (3)

为转动相对论系统的广义动能函数# Qs为广义力,将其分为有势和非有势两部分, Qs = -
5 V
5qs

+ Q
c
s, 则有

  d
dt

5L *

5Ûqs
-

5L *

5 qs
= Q

c
s  ( s = 1, 2, - , n) , (4)

L
*
= T

*
- V 为系统的广义Lagrange函数# 假设方程非奇异, 即

  det
52L *

5Ûqs5Ûq k X 0   ( s , k = 1, 2, ,, n) , (5)

则方程( 4)可展开为显式,记作

  &qs = hs( t , q, Ûq )   ( s = 1, 2, ,, n)# (6)

21 非完整约束条件下转动相对论动力学方程
若系统除受有 k 个完整约束外,还受有 r 个一阶非线性非完整约束

  f B( qs , Ûqs , t ) = 0  ( B= 1, 2, ,, r ; s = 1, 2, ,, n) , (7)

且满足 �¶Ä±¶³定义

  E
n

s= 1

5fB
5Ûq sDqs = 0   ( B= 1, 2, ,, r ) , (8)

则可得到转动相对论非完整系统的 Routh方程
[ 10]

  d
dt

5L *

5Ûqs
-

5L *

5 qs
= Q

c
s + E

r

B= 1

KB
5f B
5Ûqs

  ( s = 1, 2, ,, n) , (9)

这里 L
*
= T

*
- V 为系统的Lagrange函数, Qc

s为非保守广义力, KB为约束乘子# 在运动方程

积分之前可先求出约束乘子 KB= KB( t , qs , Ûq s)# 于是方程(9) 为

  

d
dt

5L *

5Ûqs
-

5L *

5 qs
= Q

c
s + +s,

+s = +s ( t , q, Ûq ) = E
r

B= 1
KB

5fB
5Ûq s

  ( s = 1, 2, ,, n )# 
(10)

方程( 10)为与非完整系统( 7)、( 9)相应的完整系统的运动方程, ( 7)、( 9)的解可在式( 10)的解

中找到,只需加上非完整约束条件( 7)的限制# 假设方程非奇异,即

  det
52L *

5Ûqs5Ûq k X 0   ( s , k = 1, 2, ,, n) , (11)

则方程( 10)可展开为显式,记作

  &qs = qs( t , q , Ûq )   ( s = 1, 2, ,, n)# (12)
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2  转动相对论系统的确定方程

11 转动相对论性完整系统的确定方程
取无限小单参数变换群

  t
*
= t + $t ,  q

*
s = qs + $qs  ( s = 1, 2, ,, n) , (13)

或写成形式

  t
*
= t + EN0( t , q, Ûq ) ,  q

*
s = qs + ENs( ( t , q , Ûq )   ( s = 1, 2, ,, n) , (14)

其中 E为小参数, N0, Ns 为无限小变换的生成元或生成函数# 引入无限小变换的生成元向量

  X
(0)

= N0
5
5 t + E

n

s= 1
Ns

5
5 qs (15)

它的一次扩展

  X
(1)

= X
( 0)
+ E

n

s= 1

(ÛNs - ÛqsÛN0)
5
5Ûq s

, (16)

它的二次扩展

  X
(2)

= X
( 1)
+ E

n

s= 1

[ (ÛNs - Ûq sÛN0)#
- &qsÛN0] 5

5&qs
# (17)

Lie方法的基本思想是使微分方程( 6)在变换( 14)下保持不变# 当且仅当

  X
(2)
[ &q s- hs ( t , q, Ûq ) ] = 0   ( s = 1, 2, ,, n)# (18)

如果

  &qs = hs( t , q, Ûq ) , (19)

则有

  &Ns - Ûqs&N0- 2ÛN0hs = X
( 1)
( hs )   ( s = 1, 2, ,, n)# (20)

方程( 20)就是在无限小变换( 14)下生成元 N0, Ns( s = 1, 2, ,, n) 应满足的微分方程,称为确定

方程# 如果 N0, Ns 满足确定方程(20) ,那么相应的变换就是转动相对论性完整系统的Lie对称

变换# 

21 转动相对论性非完整系统的确定方程
对于转动相对论性非完整系统,类似于转动相对论性完整系统的讨论可得到,在无限小变

换( 14)下方程( 12)保持不变的条件归为如下确定方程

  &Ns - Ûqs&N0- 2ÛN0gs = X
( 1)
( gs )   ( s = 1, 2, ,, n)# (21)

如果无限小变换生成元 N0, Ns 满足方程(21) ,那么相应完整系统的无限小变换是 Lie对称的# 

对于非完整系统,其约束方程( 7)在无限小变换( 14)下也必须保持不变,因约束方程( 7)为

一阶方程,则

  X
(1)
[ f B( t , q , Ûq ) ] = 0   ( B= 1, 2, ,, n )# (22)

方程( 22)称为限制方程,它是非完整约束对 Lie 对称的限制# 

如果无限小变换生成元 N0、Ns 既满足确定方程(21) ,又满足限制方程(22) ,称转动相对论

性非完整系统( 7)、(9) 的无限小变换是Lie对称的# 

3  转动相对论性系统的结构方程和守恒量

11 转动相对论性完整系统的结构方程和守恒量
定理 1  对于满足确定方程( 20)的无限小变换生成元 N0、Ns, 如果存在满足
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  X
(1)
( L

*
) + L

* ÛN0+ E
n

s= 1

Q
c
s ( Ns - ÛqsN0) + ÛG = 0 (23)

的函数 G = G( t , q, Ûq ) ,则转动相对论性完整系统存在对应于Lie对称性的守恒量

  I = L
* N0+ E

n

s = 1

( Ns - ÛqsN0)
5L *

5Ûqs
+ G = const# (24)
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5Ûq s
-
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c
s = 0# 

方程( 23)称为转动相对论性完整系统的结构方程# 由结构方程可求得 ÛG , 进而有可能求得系
统的规范函数 G 和守恒量# 

21 转动相对论性非完整系统的结构方程和守恒量
我们先研究相应转动相对论性完整系统( 10)的结构方程和守恒量# 

定理 2  对于满足确定方程( 21)的无限小变换生成元 N0, Ns, 如果存在满足

  X
(1)
( L

*
) + L

* ÛN0+ E
n

s= 1
( Qs + +s) ( Ns - ÛqsN0) + ÛG = 0 (25)

的函数 G = G ( t , q, Ûq ) , 则相应转动相对论性完整系统(10)存在对应于Lie对称性的守恒量# 

  I = L
*
N0+ E

n

s = 1
( Ns - ÛqsN0) 5L

*

5Ûqs + G = const# (26)

证明  同定理 1# 方程( 25)称为相应转动相对论性完整系统( 10)的结构方程# 由结构方
程( 25)可求出 ÛG, 进而有可能找到系统的规范函数 G 和守恒量# 

再研究转动相对论性非完整系统的守恒量# 转动相对论性非完整系统的守恒量可在相应

完整转动系统的 Lie对称性守恒量中找到, 只要施加非完整约束对无限小变换生成元的限制

方程( 22) ,于是有

定理 3  对于满足确定方程( 21)和限制方程( 22)的无限小变换生成元 N0, Ns, 如果满足结

构方程(25) ,则转动相对论性非完整系统(7)、(9) 存在对应于 Lie 对称性的守恒量, 仍由(26)

式给出# 

31 转动相对论系统的 Killing方程

由结构方程( 23)、( 25)可求出 ÛG ,但不一定能找到规范函数 G = G( t , q , Ûq ) ,这说明, 运动
方程的对称性并不直接给出守恒量# 

将结构方程( 23)展开,并分出含 &q 和不含&q 的项得到

  

L
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(27)
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此式即是与结构方程( 23)式相应的广义 Killing 方程# 如果方程( 27)有解, 则可求得规范函数

G = G( t , q, Ûq ) # 

将结构方程( 25)展开,并分出含 &q 和不含&q 的项,得到

L
*
- E

n

s = 1

5L *

5Ûqs Ûq s
5N0
5Ûq k

+ E
n

s = 1
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,
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+ L

*
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5Ûqs
Ûqs

5N0
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n
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5N0
5 qk
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 E
n

s= 1
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5Ûqs
5Ns
5t + E

n
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5Ns
5qkÛq k = -

5K
5t - E

n
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n
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c
s+ +s ) ( Ns - Ûq sN0)# 

(28)

此式即是与结构方程( 25)式相应的广义 Killing 方程# 如果方程( 28)有解, 则可求得规范函数

G = G( t , q, Ûq ) # 

4  应用实例

设高速转动物体的极限角速度为 #,该系统的Lagrange 函数为

  L
*
= I0 #

2
(1- 1 - (ÛH2

+ ÛU2
) / #2

) - V# (29)

所受非势广义力为 GH= ÛH, GU= ÛU,势能 V为常数,取 H, U为广义坐标,在理想完整约束条件

下,系统的运动方程为

  

&H= ÛH
I 0(1 - ÛU2

/ #2
)
(1 - ( ÛH2 + ÛU2

) / #2
)
3/ 2

= h1,

&U= ÛU
I 0(1- ÛH2/ #2

)
(1 - ( ÛH2 + ÛU2

) / #2
)
3/ 2

= h2# 
(30)

确定方程( 20)给出为

  
&N1- ÛH&N0- 2ÛN0h1 = X

(1)
( h1) ,

&N2- ÛU&N0- 2ÛN0h2 = X
(2)
( h2)# 

(31)

方程( 31)有如下解

  N0 = 0,  N1 = c1,  N2 = 0# (32)

  N0 = 0,  N1 = 0,  N2 = c2# (33)

  N0 = 0,  N1 = c1,  N2 = c2# (34)

对于以上生成元,由结构方程( 23)可求得规范函数

  G1 = - c1H,  G2 = - c2 U,  G3 = - ( c1H+ c2U) , (35)

则该转动相对论系统存在守恒量为

  I 1 =
I0ÛHc1

1- (ÛH2+ ÛU2
) / #2

- c1H= const, (36)

  I 2 =
c2I 0ÛU

1- (ÛH2+ ÛU2
) / #

2
- c2 U= const , (37)

  I 3 =
I0( c1ÛH+ c2 ÛU)

1- (ÛH2+ ÛU2
) / #

2
- ( c1H+ c2 U) = const# (38)
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Lie Symmetries and Conserved Quantities of

Rotational Relativistic Systems

Fu Jingli,  Chen Xiangwei,  Luo Shaokai

( Resear ch Institute of Mathema tica l Mechan ics an d Mathem atical Phy sics ,

Shan gqiu Teacher s College , Shangqiu , Henan 476000, P R Chin a )

Abstract: The Lie symmetries and conserved quantities of the rotational relativistic holonomic and

nonholonomic systems were studied. By defining the infinitesimal transformations. generators and by

using the invariance of the differential equations under the infinitesimal transformations, the determin-

ing equations of Lie symmetries for the rotational ralativistic mechanical systems are established. The

structure equations and the forms of conserved quantities are obtained. An example to illustrate the

application of the results is given.

Key words: rotational systems; relativity; analytic mechanics; Lie symmetry; conserved quantity;

differential equation
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