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摘要:  讨论了 H( t) 型奇异积分算子在Banach值 LpB (R
n ) , (1 [ p < + ] ) 空间上的有界性, 以及在

Banach值 Hardy 空间 H 1
B (R

n ) 上的有界性# 
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1  有关概念和主要结果

设 B 是一个具有无条件基的 UMD( uncondit ionality of mart ingale differences) 空间, 记

L
p
B(R

n
) , (1 [ p < + ] ) ,为 R

n 上的p 次绝对可积B 值函数构成的 Banach空间,

  +f +L
p

B
= QR

n +f ( x ) +p
dx

1/ p

< + ]   (1 [ p < + ] )# 

其范数是

  +f +L
p

B
= QR

n +f ( x ) +p dx
1/ p

  (1 [ p < + ] )# 

对于满足标准核的主值奇异积分算子, J. Bourgain 和韦旦分别在[ 1] , [ 2]中讨论了它在

L
p
B(R

n
) ( 1 < p < ] ) 和H

1
B (R

n
) 上的有界性, 即有[ 1, 2]

若主值型奇异积分算子 T: L
p
B(R

n
) y L

p
B (R

n
)

由    T (f j ) = P. V. ( kj* f j ) = (P. V. kj * f j ) 定义,其中 K = ( kj ) 满足:

a) +K̂ + ] [ C,

b) | K ( x ) | [ C | x |
- n
,   ( x I R

n \ 0 ) ,

c) | K ( x ) - K ( x - y ) | [ C | y |#| x |
- n- 1

,  2 | y | < | x |

这里 K̂ 是K 的Fourier变换, C 为一固定常数,则有

  +Tf +L
p

B
[ C +f +L

p

B
  ( Pf I L

p
B (R

n
) , 1 < p < ] ) ,

  +Tf +H
1

B
[ C +f +H

1

B
  ( Pf I H

1
B( R

n
) )# 

这里考虑的是 H( t ) 型奇异积分算子,所谓 H( t ) 型奇异积分算子,是把标准核的奇异积分

算子的条件 c)改为更广的条件 d) ,其它条件不变:
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d) | K ( x ) - K ( x - y ) | [ CH
| y |
| x |

| x |
- n   (2 | y | < | x | ) ,

这里 H( t ) 是[ 0, + ] ) 上的非减函数且 H(0) = 0, H(2t ) [ CH( t ) ,Q
1

0

H( t )
t

dt < + ] # 

显然, H( t ) 型奇异积分算子是一类更广的奇异积分算子# 对于 H( t ) 型奇异积分算子,本

文利用不同于[ 2] 的方法得到了在Banach空间值Hardy空间H
1
B( R

n
) 上的有界性,也得到了它

在L
p
B (R

n
) , (1 [ p < + ] ) 上的有界性,从而标准核的奇异积分算子在H

1
B (R

n
) 等空间上的有

界性即为这里的特殊情形# 

为了方便, 首先给出如下两个概念(见[ 1] , [ 2] ) :

定义 A  Banach值函数 a( x ) 称为 B 值原子,如果它满足:

  suppa < B( x 0, r ) ;  +a +L
2

B
[ C | B( x 0, r ) |

- /:
;  QRn

a( x )dx = 0,

其中 B( x 0, r ) 是一中心在 x 0半径为 r 的球# 

定义 B  Banach值Hardy空间H
1
B (R

n
) 定义为:

  H
1
B( R

n
) = f I L

1
B (R

n
) : f = E

]

k= 1

Kkak , E
]

k= 1

| Kk | < ] ,

其中 ak 均为 B值原子,且范数定义为 +f +H
1

B
= inf E | Kk | # 

这里的主要结果是:

定理 1  若 T 是一个H( t ) 型奇异积分算子,则 T 是L
1
B(R

n
) 上的弱有界的线性算子,也是

L
p
B(R

n
) , 1 < p < + ] 上的强有界的线性算子,即有

  | x I R
n
: +Tf ( x ) + > A | [ C

A
+f +L

1

B
  ( Pf I L

1
B (R

n
) , A> 0) ,

  +Tf +L
p

B
[ C +f +L

p

B
  ( Pf I L

p
B (R

n
) , 1 < p < + ] )# 

定理 2  若 T 是一个H( t ) 型奇异积分算子, 则T 是H
1
B( R

n
) 到 L

1
B( R

n
) 的有界线性算子,

也是 H
1
B( R

n
) 到自身的有界线性算子,即有

  +Tf +L
1

B
[ C +f +H

1

B
  ( Pf I H

1
B( R

n
) ) ,

  +Tf +H
1

B
[ C +f +H

1

B
  ( Pf I H

1
B( R

n
) ) # 

2  定理的证明

定理 1的证明  首先证明 T 是强(2, 2) 型的,注意到Tf
C

( X) = K̂ ( X)f̂ ( X) , 从而有

  +Tf +L
2

B
= + Tf

C

+L
2

B
= +K̂f̂ +L

2

B
[ C +f̂ +L

2

B
= C +f +L

2

B
# (1)

下面证明 T 是弱( 1, 1)型的# 应用Calder�n_Zygmund分解,记F = x I R
n
: +f ( x ) + [

A , 8 = R
n \ F = G jQj , Qj 是内部不交的方体, 并且

  | 8 | [ C
A

+f +L
1

B
,  fQ

j
=

1
| Qj |QQ

j

+f ( x ) +dx [ CA# (2)

令

  g( x ) =

f ( x )     ( x I F ) ,

1
| Qj |QQ

j

f ( y )dy   ( x I Qj ) ,
 b( x ) = f ( x ) - g( x ) , (3)
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则对每一个 Qj 有QQ
j

b( x )dx = 0, 并且 Tf ( x ) = Tg ( x ) + Tb ( x ) ,因此有

  | x I R
n
: +Tf ( x ) + > A | [ x I R

n
: +Tg ( x ) + >

A
2

+

x I R
n
: +Tb( x ) + >

A
2

= I 1+ I 2# 

对于 I 1,由于 T 在L
2
B (R

n
) 上有界,又显然 g I L

2
B (R

n
) , 所以

  I 1 [ C

A2 +g +2
L

2

B
=

C

A2QR
n +g ( x ) +2dx =

C

A2QF
+g( x ) +2dx +

C

A2Q8
+g( x ) +2dx [

C
A2 AQF

+f ( x ) +dx + C
A2 E

j
QQ

j

| f Q
j
|

2dx [

C
AQF

+f ( x ) +dx +
C

A2 E
j

| f Q
j
|

2
| Qj | [

C
AQR

n +f ( x ) +dx +
C

A2 A
2
| 8 | [

C
AQR

n +f ( x ) +dx# (4)

对于 I 2,记 b ( x ) = E
j

bj ( x ) , 其中 bj ( x ) = b ( x ) VQ
j

( x ) , VQ
j
( x ) 是特征函数# 因此

  Tb( x ) = E
j

Tbj ( x ) ,

注意到QQ
j

bj ( x )dx = 0,记 E = ( G j2Qj )
c
, 则当 x I/ G j2Qj 时,有

  QE
+Tb( x ) +dx [ QE

( E
j QQ

j

| K ( x - y ) - K ( x - yj ) | # + bj ( y ) +dy)dx [

C E
j
QQ

j

+ bj ( y ) + QE
H
| y - yj |

| x - y |
| x - y |

- n
dx dy [

C E
j
QQ

j

+ bj ( y ) +dy Q| x | > cd
j

H
dj

| x |
| x |

- ndx [

C E
j
QQ

j

+ bj ( y ) +dy [ CQR
n +f ( y ) +dy# (5)

所以

  I 2 [ G
j

2Qj + x I/ G
j

2Qj : +Tb ( x ) + >
A
2

[

C | 8 | +
C
A

+f +L
1

B
[ C

A
+f +L

1

B
# (6)

这样证明了 T 是弱(1, 1) 型的# 

最后证明 T 是强( p , p ) 型的(1 < p < + ] )# 对于1 < p < 2,因为T 是弱(1, 1) 型的,又

是强(2, 2) 型的, 所以可由Marcinkiew icz的算子内插定理直接得到# 如果 2 < p < + ] , 令

1
p
+

1
pc = 1, 则有(1 < pc < 2, g( x ) I L

pc
B H L

1
B )

  +Tf +L
p

B
= sup

+ g+
L
pc
B

[ 1 QR
nTf ( x ) g( x )dx =
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sup
+g +

L
pc
B

[ 1 QR
nf ( y ) QR

nK ( x - y ) g( x )dx dy [

sup
+g +

L
pc
B

[ 1
+f +Lp

B
+Tg +Lpc

B
[ C +f +Lp

B
+g +Lpc

B
[ C +f +Lp

B
# (7)

至此完成了定理 1的证明# 

定理 2的证明  首先证明 T 是H
1
B (R

n
) 到 L

1
B( R

n
) 的有界算子# 为此只需证明对任意的

B值原子 a( x ) 有

  +Ta +L
1

B
[ C (8)

事实上,令

  +Ta +L
1

B
= Q2B

+Ta( x ) +dx +QR
n

\ 2B
+Ta( x ) +dx = J 1+ J 2# 

对于 J 1,由于 T 是L
p
B ( R

n
) , (1 < p < ] ) 有界的以及原子的范数条件,故有

  J 1 [ C | B |
/: Q2B

+Ta( x ) +2dx
/:

[

C | B |
/: +a +L2

B
[ C | B |

/:
| B |

/: - 1
= C# (9)

对于 J 2,由原子的消失矩条件以及 H( t ) 函数的特性得

  J 2 [ Q(2B)
c QB

| K ( x , y ) - K ( x , x 0) | # +a( y ) +dy dx [

CQB
+a( y ) + Q(2B)

cH
| y - x 0 |

| x - y |
| x - y |

- n
dx dy [

CQB
+a( y ) +dyQ| x | > ct

H
t

| x |
| x |

- n
dx [

CQB
+a( y ) +dy [ C | B |

/: QB
+ a( y ) +2

dy
/:

[

C | B |
/:
| B |

/: - 1
= C# (10)

下面证明 T是H
1
B( R

n
) 到H

1
B( R

n
) 有界的# 首先,证明每个B值原子b( x ) 有如下分解式:

  Tb( x ) = E
+ ]

k= 1
Lk( b) ak ( x , b ) , | Lk ( b) | [ CH

1

2k   ( k = 1, 2, 3, ,) , (11)

这里每个 ak ( x , b ) 都是一 B值原子# 

令 Bk = 2kB, Ek = Bk \ Bk- 1, ( k = 1, 2, 3, ,) ,并且记

  Tb( x ) = VB
1
( x ) Tb( x ) + E

+ ]

k= 2
VE

k
( x ) Tb( x ) = E

+ ]

k= 1
bk( x )# 

由于 T 是L
p
B , (1 < p < ] ) 上有界的, 故

  + b1 +L
2

B
[ +Tb +L

2

B
[ C + b +L

2

B
[ C | B |

- /: [ C | B1 |
- /: # 

如果记 L1( b) = C, a1( x ) =
b 1( x )

L1( b )
,则 suppa1 < B1, +a1 +L

2

B
[ | B1 |

- /: # 

对于 k \ 2,这里由算子 T 的定义及性质等,得到

  + bk +L
2

B
[ QE

k

+Tb( x ) +2dx
/:

[

C QE
k
QB
H

| t - x 0 |

| x - x 0 |
| x - x 0 |

- n +b ( t ) +dt
2

dx
/:

[
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CH
1

2k | Bk |
- 1 QB

k
QB

+ b( t ) +dt
2

dx
/:

[

CH
1

2
k | Bk |

- 1
| B |

/: + b +L
2

B QB
k

dx
/:

[

CH
1

2k | Bk |
- 1

| B |
/: + b +L

2

B
| Bk |

/: [

CH
1

2k | Bk |
- 1

| B |
/:
| B |

- /:
| Bk |

/: [

CH
1

2k | Bk |
- /: # (12)

如果再记 Lk( b ) = CH
1

2
k , ak( x ) =

bk( x )

Lk( b)
,则 supp ak < Bk , 且 +ak +L

2

B
[ | Bk |

- /: # 

这样, ak( x ) 满足 B 值原子的支集条件和范数条件, k \ 1,并且有等式

  Tb( x ) = E
+ ]

k= 1

Lk( b) ak ( x )# (13)

再令 F1 = B1, Fk = Ek( k \ 2) , 并且记

  Tb( x ) = E
+ ]

k= 1
bk( x ) -

VF
k

( x )

| Fk |Qbk ( t )dt +

E
+ ]

k= 1
E
+ ]

j= k+ 1QF
j

bj ( t )d t
VF

k+ 1
( x )

| Fk+ 1 |
-
VF

k

( x )

| Fk |
+

E
+ ]

j = 1QF
j

bj ( t ) dt #
V
F

1

( x )

| F 1 |
=

M1+ M2 + M3# 

把 M1再记为

  M 1 = E
+ ]

k= 1

Lk ( b) ak( x ) -
VF

k
( x )

| Fk |Qak( t )dt = E
+ ]

k= 1

�Lk( b )�ak( x ) ,

这里 �Lk( b ) = 2Lk( b) , ( k = 1, 2, 3, ,)# 

则容易验证每个 �ak( x ) 都是一个 B值原子, 并且系数有

  | �L1 | [ C,  | �Lk | [ CH
1

2
k   ( k = 2, 3, 4, ,)# 

因此 M 1满足分解式(11) # 

如果记

  M 2 = E
+ ]

k= 1
E
+ ]

j= k+ 1QF
j

bj ( t )dt
VF

k+ 1

( x )

| Fk+ 1 |
-

VF
k

( x )

| Fk |
= E

+ ]

k= 1
�Lk�ak( x ) ,

其中

  �ak ( x ) = H
1

2k

- 1

E
+ ]

j = k+ 1
QF

j

bj ( t )dt
VF

k+ 1
( x )

| Fk+ 1 |
-

VF
k
( x )

| Fk |
,  �Lk = H

1

2k # 

则有 supp �ak( x ) < Bk+ 1,Q�ak( x )dx = 0,并且由于

  E
+ ]

j= k+ 1
QF

j

bj ( t )dt [ C E
+ ]

j= k+ 1
QF

j

+bj ( t ) +2dt
/:

# QF
j

dt
/:

[
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C E
+ ]

j= k+ 1

+bj +L
2

B
| Bj |

/: [

C E
+ ]

j= k+ 1
| B j |

/:
H

1

2j
| Bj |

- /: [

CH
1

2
k , (14)

得到

  +�ak +L
2

B
[ C

1
| Bk+ 1 | QB

k+ 1

dx
/:

[ C | Bk+ 1 |
- /: # (15)

从而每个 �ak ( x ) 也都是一 B值原子# 

因此, M2也满足(11) 的分解式# 

对于 M 3, 由[ 2] 的引理 2知QR
nTb ( x )dx = 0,所以

  E
+ ]

j = 1QF
j

bj ( t )dt = QR
nTb( x )dx = 0, (16)

即知 M 3也满足分解式(11) # 

至此,我们证明了分解式( 11)# 

最后,对任意 f ( x ) I H
1
B( R

n
) ,由定义 B 和分解式(11) ,得到 :

  Tf ( x ) = E
+ ]

k= 1
E
+ ]

j= 1
ck, jak , j ( x ) , (17)

这里每个 ak , j ( x ) 都是一 B 值原子, 并且

  ck , j = KkLj ( bk) ,  | Lj ( bk) | [ CH
1

2j
,  E

+ ]

k= 1
| Kk | < + ] ,

所以系数有

  E
+ ]

k= 1
E
+ ]

j= 1

| ck , j | [ C E
+ ]

k= 1

| Kk | E
+ ]

k= 1

| Lj ( bk) | [

C E
+ ]

k= 1
| Kk | E

+ ]

j= 1
H

1

2j
[

C E
+ ]

j= 1
H

1

2j
[

CQ
1

0

H( t )
t

dt < + ] # (18)

因此   Tf ( x ) I H
1
B( R

n
)# 由(18) 式显然也得

  +Tf +H
1

B
[ C +f +H

1

B
# 

至此定理全部证完# 
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Some Bounded Results of H( t ) _Type Singular

Integral Operators

Zhao Kai

( Depar tm ent of Ma them atics , Qingdao Univer sity , Qingdao 266071, P R Chin a )

Abstract: Let B be a Banach space in UMD with an unconditional basis. The boundedness of the

H( t) _type singular integral operators in LpB( R
n ) , (1 [ p < + ] ) andH 1

B( R
n) spaces are discussed.

Key words: H( t) _type singular integral operators; LpB( R
n) space; H 1

B( R
n ) space

522 H( t) 型奇异积分算子的几个有界结果


